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RESUMO

O estudo do desempenho de um veículo off-road em relação ao seu ambiente operacional
(o terreno) é conhecido como "terramecânica". Ao longo dos anos, uma grande variedade de
métodos para prever o desempenho de veículos sobre lagartas e sobre rodas em terrenos off-
road foram desenvolvidos ou propostos. As propriedades do terreno muitas vezes impõem
severas limitações à mobilidade de veículos off-road. O objetivo deste trabalho é estudar
medição e caracterização do comportamento do terreno para entender a mecânica da
interação veículo-terreno e, dessa forma, selecionar parâmetros de configuração e projeto
do veículo adequados para atender a requisitos operacionais específicos.

Palavras-chave: Dinâmica Longitudinal. Terramecânica. Sistemas de transmissão.



ABSTRACT

Studying off-road vehicles performance according to the enviroment has been recently
known as Terramechanics. Over the years, a great number of methods to simulate the
performance of tracked vehicles and wheel vehicles in off-road situations were developed.
Properties of the terrain may impose several difficulties to a off-road vehicle mobility. This
work purpopose is to study characteristics and measurement of the terrain-vehicle iteration
and therefore selecting configuration parameters and vehicles project suited to meet the
requirements of the terrain.

Keywords: Longitudinal Dynamics. Terramechanics. Transmission Systems.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Motivação e Objetivos
Veículos off-road monotripulados são extensivamente utilizados no mundo todo para

fins de entretenimento e em competições de rally. A modelagem do sistema de transmissão
desse tipo de veículo é um grande desafio, pois em diversas situações as premissas de
projeto não se encaixam em situações que os pilotos enfrentam, dado a grande variedade de
terrenos que pode-se encontrar, desde solos arenosos até argilosos, terra-batida, chuva e até
neve, o que pode tornar o sistema de transmissão sub ou superdimensionado. Dessa forma,
modelar a interação pneu-solo é essencial para se obter projetos adequados. Evidentemente,
não é possível obter um projeto que seja preciso em todas as situações possíveis, mas
é possível tornar a modelagem mais precisa para as condições de muita lama, ou areia,
através de adequação os parâmetros de solo e pneu. Saber como esses tipos de terreno
afetam o sistema de transmissão do veículo, pode permitir que se configurem set-ups para
cada tipo de terreno, permitindo uma utilização ótima.

Neste trabalho busca-se comparar as modelagens de pneu-solo como a Fórmula
Mágica dada em (1) e o modelo de Julien descrito em (2), com abordagem de solos não
rígidos de (3) e seu impacto no projeto de transmissão do veículo. Além disso, busca-se
modelar o pneu do veículo com ranhuras (Figura 1) e analisar como essa abordagem se
difere do modelo de pneu rígido clássico, sem ranhuras, feito com base nos trabalhos
(4),(5),(6),(7),(8). O veículo é modelado utilizando um câmbio CVT, acoplado diretamente
no motor em série com uma redução fixa.

Figura 1 – Pneus com ranhuras. Fonte:Compilação do autor

Ao se comparar essas abordagens, pode-se concluir as situações onde cada uma
delas é melhor. Com isso constrói-se ferramentas para alterar diversos parâmetros de
projeto, entre eles: CVT a ser utilizada (afetado principalmente pela faixa de redução),
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redução fixa, pneu a ser escolhido, tipo de transmissão, entre outros.

1.2 Motor e sistema de transmissão
O veículo modelado possui uma Transmissão Continuamente Variável (CVT)

acoplada ao motor do veículo. Após isso há uma redução fixa que multiplica o torque
resultante antes de chegar às rodas, assim a faixa de valores onde a redução pode variar se
torna mais ampla. Assim, o torque provindo do motor é multiplicado pelas relações de
transmissão e chega as rodas, que interagem com o terreno, tendo-se como resultado as
forças de tração e de resistência. Isso é melhor ilustrado na Figura 2.

Figura 2 – Interação do sistema de transmissão com o terreno Fonte:Compilação do autor

Assim torna-se necessário conhecer os componentes que afetam o sistema de
transmissão. O motor utilizado nesse trabalho é o Briggs Stratton 19 Series (Figura 3),
que possui 10 HP de potência. Esse motor é padronizado em competições de veículos de
BAJA e por isso será utilizado nessa modelagem, entretanto a abordagem utilizada nesse
trabalho não se restringe a apenas esse motor, sendo o único fator necessário a curva de
torque do motor. A curva do motor do veículo modelado é mostrada na Figura 5. Na
abordagem deste trabalho o motor é considerado uma função que fornece como saída um
valor de torque para uma entrada de velocidade angular.Dessa forma, não são abordados os
fenômenos internos e forças existentes em seu interior. Além disso, é importante ressaltar
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que o veículo foi considerado estar em WOT (Wide open Throttle em inglês, o que seria
equivalente à em carga máxima em português), que são as condições da curva de torque
fornecida pelo fabricante.

Figura 3 – Motor Briggs Stratton 19 Series 10 Hp Fonte: Briggs Strattom

O motor está acoplado à CVT, que no caso desse trabalho é do tipo polias
expansíveis. Para esse tipo de CVT há três componentes principais: A polia motora, a
correia e a polia movida. A interação desses três componentes possibilita a variação da
relação de transmissão, uma vez que a expansão das correias muda a acomodação da
correia, conforme pode ser visto na Figura 4. Os mecanismos internos da CVT permitem
que essa acomodação ocorra nas regiões entre as circunferências em verde na Figura 4,
como resultado, a relação de transmissão irá variar na faixa de valores permitidas por
essas circunferências.

Figura 4 – Representação da posição da correia. Fonte: O autor

Essa variação tem um grande impacto na performance do veículo. Para compreender
melhor o efeito da CVT na transmissão de potência de motores a combustão interna, é
fundamental a análise das curvas de torque e potência do motor, mostradas na Figura 5.
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Figura 5 – Curva de Torque e potência Motor (9)

É possível observar na curva que existe um ponto de máxima potência em função
da rotação do motor (ωmax). Assim para a CVT possuir um funcionamento voltado para
máxima transmissão de potência, é interessante que a relação de transmissão varie de forma
a manter a rotação do motor sempre próxima ou igual a (ωmax). Dessa forma obtém-se
uma hipérbole a partir da relação:

icvtωmov = ωmax (1.1)

Considerando que a correia não desliza, ou seja, a potência do motor não é perdida
no atrito entre o prato e a correia, então a rotação da polia movida(ωmov) depende apenas
da relação entre os raios das polias, que nessa situação é o valor da redução (icvt).

Entretanto, os valores das relações máxima e mínima uma CVT podem variar
são limitados. Para uma situação real o gráfico se aproxima do que é visto na Figura 6:
Uma composição de três trechos sendo dois deles caracterizados por valores constantes de
relação de transmissão e uma hipérbole. Os trechos onde a relação é constante dependem
de parâmetros de fabricação da CVT. Esses parâmetros são os valores dos raios máximos
e mínimos das polias motora e movida. Para pontos dentro da hipérbole a CVT multiplica
o torque buscando manter a rotação do motor constante no valor objetivo. É válido notar
que essa hipérbole não necessariamente correspondente à de tração ideal, uma vez só se
relaciona com a velocidade objetivo do motor, enquanto a hipérbole de tração ideal é
função representada pela demanda de torque do veículo em função de sua velocidade .
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Figura 6 – Gráfico da Relação de Transmissão em função da rotação transmitida pelo
motor (10)

Uma característica importante da CVT é sua contribuição para a diminuição dos
níveis de emissão de poluentes, desde que se configure para que a relação de transmissão
varie de forma a manter o motor na rotação que possibilite esse objetivo. Da mesma forma,
é possível também reduzir consumo, desde que se ajuste para que a velocidade angular
seja na região de menor consumo de combustível.

Além disso, há também contribuição para a diminuição dos efeitos bruscos de
interrupção de potência na troca de marchas em relação a veículos de transmissão manual
e automatizadas, uma vez que na CVT, ao contrário de veículos com câmbio manual ou
sequencial, essa variação é mais lenta e ocorre de forma contínua. Isso é evidenciado no
gráfico da Figura 7 onde é possível verificar a diferença em relação ao torque que idealmente
seria transmitido, que caracteriza a hipérbole de tração ideal, e o torque transmitido para
cada marcha.

A CVT permite que o motor tenha uma transmissão de potência contínua para
as rodas, o que possui grande impacto no desempenho do veículo, principalmente em
situações de aceleração.
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Figura 7 – Gráfico da Hipérbole de tração ideal (11)

Por fim, há a redução fixa que nesse trabalho é dada por uma caixa de engrenagens
(Figura 8) que multiplica o torque de saída na CVT por um valor fixo. Esse tipo de redução
é muito comum em veículos de tipo BAJA, devido a sua grande eficiência.

Figura 8 – Exemplo de redução fixa como a utilizada na modelagem. Fonte:Fórum BAJA
SAE
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Além disso, acoplar esse tipo de transmissão à uma CVT tem como resultado um
efeito de ampliação na região onde a relação de transmissão pode variar. Isso é mostrado
na Figura 9. Para o caso de redução fixa com valor maior do que 1 tem-se um efeito
negativo, pois a redução mínima aumenta de valor, tornando a velocidade máxima do
veículo menor. Já para redução fixa menor que 1, ocorre o efeito contrário, que diminui o
torque máximo que pode ser transmitido as rodas. Em veículos de BAJA, onde não há
grande preocupação com a velocidade máxima, se utiliza uma redução maior do que 1 em
série com a CVT.

Figura 9 – Gráfico da Hipérbole da CVT quando acoplada à uma redução fixa

O veículo modelado não possui diferencial, sendo o torque de saída da caixa de
redução idêntico ao torque direcionado para as rodas.

1.3 Interação Rodas e Terreno
Segundo (4) para fins de modelagem da interação entre pneu e terreno, pode-se

abordar o problema baseado na rigidez do solo e do pneu. Isso divide o problema em 4
situações:

• Ambos rígidos, situação onde a força que teria influência sobre a aceleração do
veículo seria exclusivamente a força de atrito.

• Terreno rígido e pneu elástico.
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• Terreno deformável e pneu rígido.

• Terreno e pneu deformáveis.

Nesse trabalho aborda-se o caso de terreno rígido e pneu elástico através dos
modelos de Julien e da Fórmula Mágica e também de terreno deformável e pneu rígido
através do modelo semi empírico de Bekker.

1.3.1 Modelos de Pneu Elástico e solo rígido
Foram desenvolvidos vários tipos de modelos de pneu elástico durante o século XX

(12). A grande dificuldade da modelagem dessa interação é devido ao grande número de
fatores que influenciam os valores da força longitudinal, além das não uniformidades no
pneu e nas superfícies.

Uma das modelagens usadas nesse trabalho é o chamado modelo de Julien, apre-
sentado em (13), que possui como vantagem a menor quantidade de parâmetros empíricos
utilizados, o que torna a abordagem menos dependente de testes. Entretanto, essa generali-
dade prejudica a precisão do modelo, já que os coeficientes não são exatamente os mesmos
para todos os pneus.

Além disso, também aborda-se o modelo da Fórmula Mágica de Pacejka (1). Esse
modelo inicialmente não foi idealizado para prever o comportamento do pneu, mas sim
para demonstrar a variação da força de tração e do momento de auto alinhamento dos
pneus em função do deslizamento longitudinal e do ângulo de deslizamento (12).

O modelo da Fórmula Mágica foi originalmente proposto em (14), que segundo os
autores haviam duas possibilidades para matematicamente modelar a curva em função
do deslizamento: A utilização de séries polinomiais ou de Fourier, que utilizaria muitos
coeficientes para adequar a curva com os dados experimentais, ou a utilização de uma
fórmula que tivesse uma "função especial". No trabalho é descrito a forma como Egbert
Bakker e Lars Nyborg (Engenheiros da Volvo na época) e Hans B. Pacejka chegaram
à chamada Fórmula Mágica(Rascunhos do papel mostrados na Figura 10), que foi um
trabalho conjunto entre a fabricante de veículos sueca Volvo e Universidade de Tecnologia
de Delft, da Holanda.
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Figura 10 – Rascunho do papel de onde foi idealizada a Fórmula Mágica (15)

O modelo da Fórmula Mágica possui grande aceitação principalmente devido aos
testes realizados pela fabricante de pneus Michelin, que o validaram ao utiliza-lo para
descrever a forças do pneu em deslizamentos combinados (16).

1.3.2 Modelos de Pneu Rígido Solo Deformável
Os trabalhos do professor Mieczysław G. Bekker (Figura 11) são a principal referên-

cia em abordagens que consideram o solo deformável. Seus trabalhos principais incluem (4)
e (5). Bekker trabalhou pelo Exército canadense durante a Segunda Guerra Mundial e após
isso continuou suas pesquisas pela Universidade de Michigan. Posteriormente ele ingressou
na General Motors, onde seu trabalho possibilitou que a GM ganhasse o contrato com
a NASA para o desenvolvimento do Lunar Rover Vehicle(Figura 12), usado nas missões
Apolo 15, 16 e 17.
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Figura 11 – Mieczysław G. Bekker(1905–1989) Fonte:Alcheron.com

As abordagens utilizando pneu rígido e solo deformável são adequadas para veículos
percorrendo superfícies não previamente percorridas o que é exatamente o caso do Lunar
Rover Vehicle na Lua. Na abordagem de Bekker as deformações no pneu são consideradas
desprezíveis frente as deformações do solo, o que tem como resultado que as forças de
tração e de resistência ao veículo são decorrentes das tensões existentes entre as partículas
do solo e o pneu.

Figura 12 – Lunar Rover Vehicle Fonte:NASA

Para modelar essas interações, são utilizados diversos fatores experimentais, ao
mesmo tempo em que há modelagem dos fenômenos físicos. Devido a isso, a abordagem
de Bekker é chamada de semi-empírica.

Apesar do modelo de Bekker ser extensivamente utilizado, ele ainda apresenta
algumas falhas. Uma das principais é não conseguir equacionar o efeito de tração em pneus
que possuem ranhuras, apesar de alguns autores considerarem que o único benefício é o
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aumento do raio efetivo do pneu, o aumento observado nas forças de tração é maior do
que o que seria previsto utilizando as equações de Bekker e apenas aumentando o valor do
raio.

Pesquisas no desenvolvimento de modelos matemáticos de ranhuras, além de buscas
por geometrias mais efetivas de ranhura e ,inclusive, ranhuras mecanicamente ativáveis
são lideradas em grande parte pela Agência espacial Norte-americana(NASA). Esse maior
investimento veio nos últimos 15 anos, principalmente depois do incidente com o veículo
de exploração de marte (Mars Rover) "Spirit", que ficou presa em um banco de areia e não
se moveu desde então (17). Antes disso, a Mars Rover irmã da "Spirit", a "Opportunity"já
havia enfrentado problemas semelhante em 2005, conseguindo sair após mais de 5 semanas
de trabalho (18).
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Apesar do principal foco do trabalho ser a modelagem da interação pneu-solo, para
que se possa cumprir o objetivo de otimizar um projeto de transmissão de um veiculo
off-road monotripulado, tornam-se necessárias modelagens de transmissão e Motor.

Para a modelagem de transmissão e motor integrados utiliza-se como referencia
os trabalhos de (19),(2). O primeiro também possui abordagem detalhada do fenômeno
de interação pneu-solo para solos rígidos através do modelo de Julien, sendo utilizado
para efeitos de comparação com os modelos da terramicínica e o segundo por ser uma
utilização dessa modelagem para a otimização de um sistema de transmissão para um
veiculo off-road monotripulado. Ambos fazem modelagem do motor em WOT(Wide Open
Throttle), ou seja, motor em plena carga. Utiliza-se a curva de torque do motor para
modelar o comportamento do carro.

A transmissão mais popular em veículos de Baja e a CVT, amplamente utilizada
nessa competição. (10) realiza uma abordagem dinâmica desse tipo de transmissão, com
base em (20), mas com melhor modelagem da interação correia-polia, por não se caracterizar
de estados de equilíbrio quasi-estaticos.

Além disso, esse trabalho compara outras modelagens de pneu com os modelos
da terramecânica. Entre as modelagens estão: O modelo de Julien, apresentado em
(10),(11),(2), a Formula Mágica de Pacejka(1), conforme os parâmetros fornecidos em (21)
e em (22).

A abordagem em relação ao fluxo de potência do veiculo e os efeitos da transmissão
são melhores detalhados em (23), (9) e (24).

Os trabalhos de Bekker(4),(5) nas décadas de 50 e 60 são a principal referência
em modelos da terramecânica, modelando a pressão de afundamento dependendo de um
expoente de afundamento, semelhante ao realizado por (25). (26) cita essas abordagens e
(27) foca especificamente em veículos off-road trafegando locais que não foram previamente
trafegados. (3) é uma referência quanto a modelagem completa do veículo, por ter como
foco uma abordagem do comportamento dinâmico, além de ser a principal fonte de dados
utilizados para se modelar o veículo, junto a (28). O trabalho de (29) apresenta maiores
detalhes sobre o procedimento de caracterização de solos através de bevâmetros, essenciais
para a modelagem dinâmica do veículo. (30) apresenta uma versão de modelagem da
terramecânica para solos previamente trafegados.

(31) apresenta abordagem nova em relação a pressão de afundamento, com base
em (32), (33), desenvolvido pelos mesmos autores previamente. Esse modelo possibilita
equacionar o caráter oscilatório observado em experimento onde pode-se considerar o solo
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deformável e pneu rígido com ranhuras. Essa abordagem é focada para o caso de veículos
leves e apresenta bons resultados para determinados valores de entrada, mas imprecisa
em relação à outros. Esse modelo é muito dependente de parâmetros experimentais,
estudos como (34) buscam o desenvolvimento os aparelhos de medição dos fenômenos de
cisalhamento e tensão normal e podem contribuir para que os modelos se tornem mais
precisos.

Apesar de apresentar bons resultados, a depêndencia de parâmetros experimentais
e a falta de valores disponíveis na literatura, o modelo de (31) é de difícil modelagem para
o veículo proposto. Nesse trabalho foi considerado o efeito de escavadeira (bulldozer em
inglês) para a modelagem da interação entre a ranhura e solo na longitudinal. Esse efeito
também é utilizado para modelar as forças laterais de veículos em solos deformáveis, como
(35). Para calcular esse efeito o equacionamento da resistência passiva do solo é necessário.
(36), com base nas equações diferenciais parciais apresentadas em (37) desenvolveu uma
série de gráficos e tabelas visando facilitar a obtenção dos resultados.

Calculando-se a contribuição do efeito bulldozer de forma separada, além do
cisalhamento do solo e tensão normal utilizando as equações de Bekker e de Janosi-
Hamamoto (8) desenvolveu-se o modelo proposto de forma semelhante à (38), mas com o
foco em veículos sobre rodas e não de veículos sobre lagartas.

Ainda não há muitas conclusões e explicações definitivas para o porquê da melhora
da força trativa da presença de ranhuras, (39) apresenta evidências que a maior parte desse
efeito está pela diminuição da resistência a compactação. Já (40) conclui que o aumento
no tamanho das ranhuras tem efeito positivo na força de tração do veículo, uma das razões
prováveis é o maior valor de força de tração de pico, mostrado por (41). Enquanto isso,
(42) apresenta estudos evidenciando que o aumento no número de ranhuras tem como
resultado o aumento da força de tração.

(26) afirma que há um limite para esse aumento, uma vez que se o espaço de
ranhuras for tão pequeno que o solo não consiga falhar naquele espaço, então o único
benefício consistiria no aumento do raio efetivo da roda, essa afirmação é confrontada
por (43), onde se observa que mesmo para situações com espaços entre ranhuras menor
que a distância de ruptura, mas os efeitos benéficos da ranhuras foram maiores ainda. Os
autores teorizam que isso ocorre devido ao cisalhamento provavelmente ocorrer em áreas
mais profundas do solo, o que poderia mudar o cálculo da distância de ruptura, além de
enfatizarem que isso pode ser uma particularidade para o caso de veículos leves.

As pequisas sobre possíveis otimizações no projeto de rodas são alvos de mui-
tas pesquisas da Agência Espacial Americana (NASA), financiadora dos trabalhos de
(44),(45),(46) e (47) que possuem o foco principal nesse âmbito de avaliação de melhorias
possíveis nos projetos de rodas de veículos de exploração espacial. O governo japonês
também financiou projetos relacionados a exploração espacial, como (48) que busca uma
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maneira de determinar o ângulo de repouso em situações de gravidade diferente da terra,
utilizando o método de elementos discretos. Além dos projetos da NASA (49) avalia o
possível efeito de uma ranhura assistiva na força de tração do veículo.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA DE TRANSMISSÃO

O sistema de transmissão a ser modelado nesse trabalho considera um veículo com
uma transmissão CVT com uma redução fixa acoplada a fim de aumentar a faixa de
valores de redução do sistema de transmissão. Esse tipo de modelo de transmissão é muito
popular em veículos BAJA, que se encaixam na descrição de veículos off-road e devido à
maior facilidade de obtenção de parâmetros de projeto, é o tipo de veículo modelado nesse
trabalho.

3.1 Dinâmica Longitudinal
Para uma modelagem adequada do comportamento do veículo em situação de linha

reta (Dinâmica Longitudinal) é importante avaliar as forças atuantes no sistema a fim
de determinar a aceleração do veículo com base na segunda lei de Newton. As forças de
resistência que atuam no veículo incluem a força de tração fornecida pelos pneus(Ft) , a
resistência ao rolamentoRrol (Rr1 +Rr2),o arrasto aerodinâmico (Rd) , e a resistência dada
pela gravidade (Rrampa). O diagrama de forças do veículo esta representado na Figura 13.

Figura 13 – Forças de Resistência Atuando no Veículo (10)

Dessa forma pode-se modelar a equação de movimento do veículo como:

Ft −Rrol −Rd −Rrampa = mta (3.1)

A resistência ao rolamento deriva da deformação do formato circular do pneu. No
caso de veículos de passeio, a distribuição de pressão sobre o solo não é uniforme, fazendo
com que se produza um momento contra o rolamento. Além disso, também envolve a
perda de energia durante a deformação da borracha (10). Nesse trabalho será modelada



Capítulo 3. Modelagem do Sistema de transmissão 35

conforme Jazar(9), desprezando a variação do coeficiente de resistência ao rolamento µr,
em função da velocidade devido a natureza de veículos off-road de BAJA não atingirem
velocidades superiores a 100Km/h nas condições impostas:

Rrol = µrW (3.2)

O parâmetro µr, varia de acordo com o terreno, enquanto W corresponde a carga sobre o
pneu.

O arrasto provém das forças de atrito com ar e as diferenças de pressão entre as
regiões posteriores e anteriores do veículo. É calculada pela expressão a seguir:

Rd = 1
2ρarCdAv

2
ar (3.3)

Onde ρar representa a densidade do ar, Cd o coeficiente de arrasto, A a área frontal
projetada e var a velocidade relativa ao vento. É adotada a hipótese de não haver vento,
sendo assim a velocidade relativa ao ar é a própria velocidade do veículo.

O fator Rrampa deriva da projeção do peso no sentido de deslocamento longitudinal.

Rrampa = W sin (θrampa) (3.4)

O valor θrampa corresponde o ângulo equivalente a inclinação do terreno.

A rotação da roda é impactada pelo torque no eixo traseiro, calculada pela expressão
a seguir:

Trodas − rpFt − rpRrol = Jω̇rodas (3.5)

Trodas representa o torque no eixo das rodas, rp o raio dinâmico do pneu, J o momento de
inércia do eixo das rodas e ω̇rodas a aceleração angular do eixo das rodas e Ft a força de
tração nas rodas.

Trodas = F (TMotor, ω̇rodas, Tresistencias)iredηred (3.6)

TMotor corresponde ao torque fornecido pelo motor, já Tresistencias ao torque derivado
das forças de resistência aplicadas a roda multiplicados pelo inverso do valor da redução
secundária(ired) e por sua eficiência ηred. A função F (TMotor, ω̇rodas, Tresistencias) representa
a modelagem da CVT em MATLAB realizada conforme (10), e sua saída representa justa-
mente o torque fornecido pela CVT à transmissão secundária. Isso é melhor representado
pela Figura 14.
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Figura 14 – Representação da Função CVT (10)

3.2 Modelagem da Função CVT
A modelagem da CVT é de acordo com o modelo de (10), e busca equacionar

o funcionamento desse tipo de transmissão de forma mais precisa em relação a outros
modelos, a exemplo de (2).

3.2.1 Polia Motora
O movimento de expansão/fechamento das polias da CVT ocorrem conforme as

forças de contato entre correia e polia, provocam a alterações dos raios de acomodação
da correia nas polias, assim variando a relação de transmissão. Entretanto, a normal é só
um efeito que transmite as causas de variação no raio, que são: A demanda de torque do
veículo e o torque fornecido pelo motor. No caso da Polia Motora, seu movimento está
intimamente relacionado com o torque provindo do motor, uma vez que o aumento de
sua rotação provocará o uma aceleração na correia, que através das forças de contato,
transmite esse efeito para a polia movida, que por sua vez vai transmitir a correia os torques
de resistência provindos da interação com o terreno. No caso da CVT modelada nesse
trabalho, o mecanismo que permite a expansão/contração trata-se de massas (roletes), que
possuem o braço com uma mola de torção no seu ponto central. Na figura 15 é possível
notar o funcionamento do mecanismo de expansão da polia, que varia o seu raio devido a
inércia das massas.
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Figura 15 – Componentes da Polia Motora(10) MODIFICADA

Analizando as coordenadas do vetor posição do rolete, com base na Figura 15 e na
Figura 16.

Figura 16 – Determinação da posição do rolete

~rp = [lrcos(θ), lrsen(θ)cos(φ), lrcos(φ)cos(θ)]T + [xp1, 0, 0]T (3.7)

Sendo: lr é o tamanho do braço do rolete, θ o ângulo do rolete com o eixo onde ocorre o
deslocamento axial da Polia Motora, ou seja, o ângulo com o deslocamento axial da Polia
Motora (xp1).
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O mecanismo da Polia Movida é analisado pelas equações de Lagrange, e são
modelados 2 corpos no caso da polia motora, o rolete e o próprio disco da polia motora. A
equação de Lagrange para uma coordenada generalizada qualquer é dada por:

d

dt
( ∂L
∂ẋi

)− ∂L

∂xi
= Qi (3.8)

L é dado por:

L = K − U (3.9)

O termo K se refere à energia cinética e U o valor da energia potencial. Nas equações de
Lagrange são incluídos termos das forças externas(Qi) ao sistema considerado.

A Energia potencial é dada por:

U = 1
2Krθ

2 (3.10)

Sendo, Kr a rigidez torsional da mola do rolete.

A Energia cinética é dada por:

K = 1
2Ip1φ̇2 + 1

2mp1 ˙xp1
2 + 3

2mr(r2θ̇2 + r2φ̇2sen2(θ)− 2 ˙xp1rcos(θ)θ̇ + ˙xp1
2) = 0 (3.11)

Ip1 diz respeito ao momento de Inércia da polia, mp1 a sua massa e r ao raio do
rolete. Deve-se enfatizar a hipótese de desprezar o momento inércia da correia, sendo
irrelevante sua rotação em relação ao eixo z (Paralelo ao eixo z do referencial do carro).

As forças de contato existentes nas polias são representadas na Figura 17.

Figura 17 – Correia e forças (10) MODIFICADA



Capítulo 3. Modelagem do Sistema de transmissão 39

Da hipótese de se desprezar o movimento rotativo da coreia chega-se a conclusão
que:

F2 + F ′3 = F ′2 + F3 (3.12)

Os termos Ni referem-se as forças de contato existente nas Polias motora e movida. Para
esse modelo, faz-se a hipótese simplificadora que:

F2 = F ′2 (3.13)

F3 = F ′3 (3.14)

Assim as equações de Lagrange do modelo são:

3mrl
2
r θ̈−3mrlrsen(θ)ẍp1−

3
2mrl

2
rsen(2θ)φ̇2 +crθ̇+Krθ = F1(lr

cos(θ)
tan(ζ2)− lrsen(θ)) (3.15)

(mp1 + 3mr)ẍp1 − 3mrlrsen(θ)θ̈ = F1 − F2 (3.16)

Além disso mr é a massa do rolete, φ o ângulo em torno do eixo x. Kr e cr são os
valores de Rigidez e de amortecimento torsional, respectivamente. mp1 é o valor da massa
da parte móvel da polia motora.

Os termos F1 e F2 são mostrados na Figura 14, e representam respectivamente, a
força que o rolete exerce na polia e a força que a Polia exerce na correia.

3.2.2 Polia Movida
Conforme em Silva(10), considera-se que a transmissão de torque é amplificada

pela relação entre raios ired, o que é equivalente desprezar as percas por atrito cinético.

Ip2ω̇2 = iredTp1 − Tres (3.17)

Onde, Tres é o torque de resistência aplicado no eixo da Polia Movida,Ip2 o momento de
inércia da Polia Movida, e ω2 é o valor da rotação do eixo da Polia Movida. As equações
em relação ao movimento axial da polia movida são feitas com base na Figura 18.
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Figura 18 – Funcionamento Polia Movida (10) MODIFICADO

A força FMola é dada conforme a equação:

FMola = KMolaxp2 + Fprecarga (3.18)

Da segunda lei de Newton:

mp2ẍp2 = F3 −KMolaxp2 − Fprecarga (3.19)

Fprecarga relaciona-se com a força previamente aplicada durante a montagem da
Polia Movida, de massa mp2 ao comprimir sua mola, de Rigidez KMola. O termo xp2

refere-se ao deslocamento axial da Polia Movida.

3.2.3 Correia
A correia tem apenas movimento axial, dado que não é considerada a dinâmica

rotacional dela. Em conjunto com a hipótese simplificadora das equações 3.18 e 3.19tem-se
a equação de movimento axial da correia(xc).

mcẍc = 2F2 − 2F3 (3.20)

3.2.4 Restrições Geométricas
Para a polia motora é dada conforme a Figura 15, onde conclui-se que:

lrcos(θ) + lrsen(θ)
tan(ζ2

+ xp1 = lrcos(θ0) + lrsen(θ0)
tan(ζ2

) (3.21)
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Para correia é obtida com base na Figura 19 :

Figura 19 – Restrição geométrica da correia (10) Modificado

Supondo a correia indeformável, obtém-se a relação entre o deslocamento axial das
Polias e os Raios instântaneos de abraçamento das Polias Motora(R1) e Movida(R2) :

xp1 = 2(R1 −R1min)tan(σ1) (3.22)

Analogamente:

xp2 = 2(R2max −R2)tan(σ2) (3.23)

Os valores R1min e R2max, são os raios de abraçamento nas polias motora e movida
no instante inicial, ou seja, no momento de maior valor da relação de transmissão. Assim,
obtém-se uma relação de igualdade na variação do raio, para o caso de ângulos de cunha
das polias iguais:

xc = (R1 −R1min)tan(σ1) = (R2max −R2)tan(σ2) (3.24)

3.3 Teoria de Julien
Nesse trabalho foi modelada a teoria de Julien conforme (19). Não foi considerada

a teoria expandida de Julien, por não necessitar-se computar situações de frenagem. Dessa
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forma o deslizamento longitudinal é definido de forma diferente:

i = (1− V

ωprp
)× 100% (3.25)

A teoria de Julien associa os valores da força de tração(Ft), com os valores do
deslizamento longitudinal(i), conforme a Figura 20.

Figura 20 – Gráfico força de tração em função do deslizamento longitudinal (11)

Onde rp é o raio do pneu em rolagem livre e ωp a rotação do eixo final.

Na Figura 20 é possível notar que há dois trechos que são divididos pelo ponto A
do gráfico. Conforme (11) a primeira parte é chamada de região de adesão, e se caracteriza
por seu comportamento linear. Já a segunda de região, denomina-se região de deslizamento.
Onde o valor do deslizamento longitudinal em B é denominado valor de pico, onde se
obtém maior valor de força de tração.

Para a primeira região:

Ft = kλi(1 + l

2λ) para i ≤ µpW

lk(l + λ) (3.26)

Já para a segunda:

Ft = µpW −
(µpW − lkλi)2

2l2ki para i ≥ µpW

lk(l + λ) (3.27)

Onde µp é o coeficiente de aderência de pico dos pneus, l o comprimento da parte
do pneu que está em contato com o solo, k é rigidez tangencial do pneu e λ uma constante



Capítulo 3. Modelagem do Sistema de transmissão 43

relacionada ao contato. A dedução dessas equações(observada em (11)) supõe que a área
de contato do pneu com o solo retangular.

As constantes k e λ, podem ser calculadas através das equações:

K = 2Ci
l2

(3.28)

λ =
µpW +

√
2(µp − µs)l2k
lk

(3.29)

O valor de Ci corresponde a rigidez longitudinal do pneu e µs o coeficiente de escorregamento
dos pneus.

O valor de l pode ser calculado conforme em (24), pela relação geométrica da
Figura 21.

Figura 21 – Região de contato Pneu-Solo. (24)

Assim :
l = 2

√
r2
p − (rp − δ)2 (3.30)

Onde δ é a deflexão vertical do pneu, ou seja, a variação do comprimento do raio do pneu
devido ao peso.

3.4 Formula Mágica de Pacejka
A Fórmula Mágica de Pacejka(1) é um dos modelos mais tradicionais na indústria

automotiva. Trata-se de uma abordagem empírica que modela a força de tração em
função do deslizamento longitudinal, através de parâmetros experimentais, sem significado
físico(21).

A formulação é dada conforme (21) onde é modelada a dinâmica Longitudinal de
veículo semelhante, sendo a fórmula dada pela Equação 3.31:

Ft = Dsen(Carctg(Bilong − E(Bilong − arctg(Bilong)))) (3.31)
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Onde ilong é o valor do deslizamento longitudinal, dado por:

ilong = ωrd
v
− 1 (3.32)

O deslizamento longitudinal é definido de forma diferente na fórmula mágica, em
relação a fórmula de Julien.

Os valores de B,C,D,E foram extraídos de (22) e são dados na Tabela 1.

Parâmetros Valor
B 198,2684
C 1,65
D 0,7Wpneu
E 0

Tabela 1 – Valores dos Coeficientes da Fórmula de Pacejka retirados de (22)

Wpneu é o valor da carga vertical(N) sobre o pneu.
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4 TERRAMECÂNICA

4.1 Modelagem do comportamento do terreno
Entender o comportamento do terreno é essencial para modelar a dinâmica longi-

tudinal do veículo, pois a forca de tração varia de acordo com a interação entre pneu e
solo. Segundo (26) são comuns as seguintes abordagens:

• Modelar o terreno como um meio Elástico, o que é especialmente útil para estudar
compactação do solo e os danos ao terreno devido ao trafego de veículos.

• Modelar o terreno como um perfeitamente plástico segundo a teoria do equilíbrio
plástico, o que tem aplicação para se modelar a tração desenvolvida por veículos
off-road .

Os modelos que normalmente são utilizados apresentam algum tipo de idealização
do comportamento do terreno. Apesar delas serem importantes para entender o fenômeno
físico na interação pneu solo, elas possuem algumas limitações: A teoria do equilíbrio
plástico, por exemplo, só pode ser aplicada quando em um terreno denso com a carga
veicular não excedendo um determinado valor. Já a teoria do equilíbrio plástico tem
problema em prever o afundamento do veículo devido a carga normal ou o seu slip. Nessas
modelagens o terreno é equacionado com base no estado crítico do solo, o que permite
prever a tensão e deformação do solo.

4.1.1 Terreno Elástico
Apesar de não ser o foco desse trabalho, alguns conceitos da modelagem do terreno

como meio elástico são muito importantes para entender a interação veículo-solo. Esse tipo
de modelagem é ideal para um terreno mais denso, como areia compacta sobre condições
que não superam o ponto A da Figura 22. Pensar no terreno como um meio elástico em
conjunto com a teoria clássica da elasticidade é uma forma de prever os efeitos do solo no
desempenho do veículo (26).
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Figura 22 – Região plástica e elástica em função da tensão e deformação do solo (26)
MODIFICADO.

Supondo que o meio da figura 23 é isotrópico e elástico sujeito a carga pontual na
superfície, para se calcular a distribuição de tensão para um meio semi-infinito pode-se
utilizar a Equação de Boussinesq para prever essa tensão.

Figura 23 – Carga pontual atuando sobre o solo (26) MODIFICADO).

Nesse sistema de referência os eixos x e y representam a superfície do solo e o
sentido negativo de z o afundamento. Seguindo as condições citadas previamente, a equação
de Boussinesq será dada por:

σz = 3W
2π[1 + (r/z)2]5/2z2 onde r =

√
x2 + y2 R =

√
z2 + y2 (4.1)

Assim para uma distribuição de cargas na superfície em uma região circular,
conforme a Figura 24 modelando-se que carga verticalW , é distribuída em uma determinada
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região através de uma região através da relação dW = p0dA = p0rdrdθ:

σz = 3p0

2π

∫ r0

0

∫ 2π

0

rdr

2π[1 + (r/z)2]5/2z2 (4.2)

Figura 24 – Região onde atua a carga vertical (Figura reproduzida de (26) retirada de (4))

Como resultado:
σz = W

πr2
0
[1− z3

(z2 + r2
0)3/2 ] (4.3)

Dependendo das condições do terreno a distribuição de tensões no terreno pode
variar da prevista através da equação de Boussisnesq (25), pois há uma tendência da carga
ser concentrada no eixo central da área sob carga.

Embasado em fatores empíricos (25) modifica a equação de Boussisnesq para:

σz = νW

2πz2 cos(θ)
ν (4.4)

O fator ν é chamado fator de concentração e é baseado em fatores experimentais e
depende do tipo do terreno e os componentes da mistura. Para terreno duro e seco tem
valor 4, já para solo molhado pode chegar a 6. Na Figura 25 observa-se como o fator de
concentração afeta a distribuição de carga.
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Figura 25 – Distribuição de carga radial (26) MODIFICADO

A modelagem do terreno como meio elástico é útil para modelar diferentes condições
de pressão na região de contato, mas possui limitação de carga máxima (26).

4.1.2 Terreno Plástico
Para cargas mais altas o comportamento do solo se aproxima do estado plástico da

matéria. Nesse estado qualquer ínfimo aumento de tensão causa uma grande deformação
(fluxo plástico), previamente a isso, existe o equilíbrio plástico. A transição entre esses
dois estados representa a falha do material (26).

O critério mais utilizado para definir a falha de solos é o critério de Mohr-Coulomb.
Nele, após a tensão de cisalhamento após exceder determinado valor, caracterizaria o
começo do fluxo plástico. O círculo de Mohr(Figura 26 é utilizado para representar
graficamente esse estado.

Figura 26 – Critério de Falha de Mohr-Coulomb (13) MODIFICADA
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À direita do eixo são representados círculos de Mohr que tivera incremento nos
esforços compressivos sobre o solo. A coesão (c) é representado no ponto que reta tangente
ao circulo de Mohr, toca o eixo das ordenadas. O equacionamento desse ponto é dado por:

τ = c+ σtan(φ) (4.5)

τ representa a tensão de cisalhamento,φ o ângulo de resistência ao cisalhamento e
σ a tensão normal.A equação acima pode ser utilizada para prever o maior valor de tração
que pode ser desenvolvida pelo veiculo, uma vez que o cisalhamento é o maior responsável
pela forca de tração Ft e o torque de resistência fornecido pelo solo. Para uma área de
contato pequena a equação pode ser aproximada para:

τ = c+ W

Ac
tan(φ) (4.6)

Portanto:
Ft = cAc +Wtan(φ) (4.7)

O ângulo de resistência ao cisalhamento (φ) e a coesão são medidos através de
equipamentos como o da Figura 27.

Figura 27 – Medidor de cisalhamento (34)

(34) realiza estudos sobre os equipamentos que medem os parâmetros de solo e
descreve sobre medições de cisalhamento e pressão de afundamento do solo.

4.1.3 Modelo Semi-Empirico de Bekker
Bekker é a principal referência de trabalhos na terramecânica. Uma de suas contri-

buições foi desenvolver métodos para verificação do comportamento do pneu, podendo ser
classificado como rígido ou flexível, assim estabelecendo fronteiras para quando deve-se
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considerar o pneu rígido ou flexível em uma modelagem. (13) desenvolveu a equação de
Bekker e descreveu a pressão crítica suportada pelo solo (pc) através da seguinte equação:

pc = [ kc
bmin

+ kφ]
1

2n+1 [ 3Wt

(3− n)b
√
D

]
2n

2n+1 (4.8)

Onde bmin refere-se a menor dimensão da região de contato e Wt a carga sobre o pneu. kc
e kφ SÃO os parâmetros de Bekker que são dependentes da coesão e do ângulo de atrito
interno, respectivamente, enquanto n se refere ao indíce de afundamento do solo e b à
largura do pneu.

Caso a pressão exercida pelo pneu seja maior do que a pressão crítica suportada
pelo terreno, pode-se considerar o pneu como um elemento rígido, ao se modelar o contato
pneu-solo.

O estudo da Terramecânica é essencial para abordagens onde se considera o solo
deformável, uma vez que seu principal estudo é em relação às propriedades do solo
deformável durante a passagem de veículos, sejam eles sobre rodas ou sobre lagartas
(26),(3).

Segundo (3), devido à complexidade dos modelos com solos deformáveis, onde há
muitos tipos de solos (areia, argila, neve...) e dificuldade de se obter os parâmetros que
afetam suas propriedades, é complexo estudar a interação entre pneu-solo de forma geral
para todas essas superfícies. Os modelos de Terramecânica são divididos em: Modelos
Empíricos, Modelos Semi-Empíricos e Modelos baseados na física.

• Modelos Empíricos: São mais simples e foram essenciais para o desenvolvimento
da terramecânica. O modelo de maior sucesso e mais utilizado é o da Waterways
Experiment Station(WES), idealizado pelo Exército Americano.

• Modelos baseados na física: Envolvem Métodos de Rlementos Finitos ou Discretos, são
normalmente de alto custo computacional, o que torna a utilização dessa abordagem
limitada muitas vezes (3).

• Modelos Semi-Empíricos: Mesclam as características de modelos baseados na física e
os Empíricos. São mais populares na Terramecânica, devido a sua versatilidade de
mesclar os dois modelos anteriores.

Os trabalhos de Bekker(4),(5) são muito conhecidos na Terramecânica. Entre as
contribuições está a Equação de Bekker, onde se relaciona o afundamento do solo (zs) e a
pressão exercida contra o solo(σn):

σn = (kc
b

+ kφ)zns (4.9)
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kc, kφ são os parâmetros de Bekker dependentes da coesão e do ângulo de atrito interno, b é o
raio ou a menor dimensão da placa utilizada na penetração e n o índice de aprofundamento
do solo.

Em parâmetros empíricos determinados por um Bevâmetro, mostrado na Figura
28, o procedimento para a medição dos parâmetros é demonstrado em (29):

Figura 28 – Exemplo de Bevâmetro (29)

Bekker também calcula a tensão cisalhante em seu trabalho, mas a equação
apresentada possui parâmetros muito dependentes de valores obtidos por ensaios no
solo, sendo assim utiliza-se a formulação de Janosi e Hamamoto (8) para se modelar o
cisalhamento no solo (3). Utiliza-se a seguinte expressão:

τx = (Co+ σntan(φsol))(1− e−jx/K) (4.10)

Essa expressão é uma modificação do critério de falha de Mohr-Coulomb (31).Nessa
formulação Co refere-se a coesão do solo, φsol refere-se ao ângulo de atrito interno do solo,
jx ao deslocamento por cisalhamento da região de contato pneu-solo e K é o módulo de
deformação por cisalhamento no sentido do movimento.

Segundo Bekker(5), a distribuição de tensões é dependente do afundamento de
cada ponto de contato do solo e de sua posição angular, conforme a expressão:

zs = r(1− cos(θe)) (4.11)
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Figura 29 – Distribuição de tensão normal no Pneu. Fonte: O autor

Em relação à distribuição de tensão normal(σn), há duas regiões de contato do
pneu: A frontal e a traseira. São delimitadas pelos ângulos de entrada(θe), de saída(θs) e
de tensão máxima (θm), conforme as equações a seguir:

σn =

σnfront para θm ≤ θ < θe

σnsaida para θs ≤ θ < θm

Os valor de σnf será dado pela expressão:

σnfront(θ) = (Kc” + bKφ”)(r
b
)n(cos(θ)− cos(θe))n (4.12)

Já σns é dado por:

σnsaida(θ) = (Kc” + bKφ”)(r
b
)n(cos(θe − ( θ − θs

θm − θs
)(θc − θm))− cos(θe))n (4.13)

O ângulo de tensão máxima θm, representado nas equações anteriores, pode ser calculado
através da expressão de (6):

θm = (cα + cβi)θe (4.14)
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As constantes cα, cβ são empíricas e possuem valor entre [0,1 , 0,4] e [0,3 , 0,4], respectiva-
mente (3).

As rodas rebocadas não têm seu ângulo de tensão máximo calculado pela expressão
acima, pois ela possui propriedades diferentes da roda tratora. Enquanto na roda tratora
o solo é empurrado para trás e para baixo, nas rodas rebocadas o solo é empurrado para
frente e para cima, o que muda a tensão de cisalhamento.

Na Figura 30, pode-se observar esses diferentes efeitos visualmente:

Figura 30 – Comportamento do solo em relação as rodas tratoras e rebocadas, (a) e (b),
respectivamente (26)

(7) utiliza das relações geométricas da Figura 31. Nela são representados: O ângulo
entre as velocidades absoluta e radial do pneu(αvelo), o centro instantâneo de velocidade I,
onde sua distância em relação ao ponto mais baixo de contato do solo esta representado
por ∆R.

Figura 31 – Ângulos atuantes na roda rebocada (7)
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Dessa forma, pode-se obter a relação:

rp
rp + ∆R

= cos(θm + αvelo)
cos(αvelo)

(4.15)

Adotando ∆R = rp|is|, e α = (90−φsol)/2, φsol é o valor do ângulo de atrito interno
do solo em radianos e is o deslizamento longitudinal da roda rebocada. Pode-se determinar
o ângulo de tensão máxima para as rodas rebocadas pela seguinte expressão:

θm = acos(cos(αvelo)1 + |is|
)− αvelo (4.16)

Além da tensão normal, também deve ser calculada a tensão de cisalhamento(τx),
conforme (8).

τx(θ) = τmax(1− e−jx/K) (4.17)

jx é o deslocamento por cisalhamento na região de contato entre roda e solo, K o módulo
de deformação por cisalhamento no sentido do movimento. O valor de τmax pode ser
calculado pela expressão:

τx = (Co+ σntan(φsol)) (4.18)

Onde Co é a coesão do solo, e φsol refere-se ao ângulo de atrito interno do solo.

Para se obter o valor do deslocamento por cisalhamento, (6) analiza a velocidade
de deslizamento para rodas tratoras(vjx), que é obtida calculando a componente tangencial
da velocidade absoluta da roda através da expressão:

vjx = rωrt[1− (1− i)cos(θ)] (4.19)

Integrando a expressão, pode-se obter o deslocamento por cisalhamento através da
expressão:

jx =
∫ t

0
vjxdt = r[(θe − θ)− (1− i)(sen(θe)− sen(θ))] (4.20)

Apesar de (7) afirmar que a equação acima é válida para rodas tratoras, para rodas
rebocadas isso é diferente. (3) afirma que os efeitos da roda rebocada empurrar o solo
pode causar problemas na precisão dessa modelagem. Para isso, a velocidade de fluxo(vs)
deve ser levada em consideração. Ela é velocidade recebida pelo solo em razão das tensões
normais à superfície de cisalhamento.

vs = Kvvx = Kvrωrd(1 + |is|) (4.21)
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Kv é o coeficiente de proporção e vx a velocidade longitudinal do veículo.

A velocidade resultante da roda é resultado da soma da velocidade de fluxo do
solovs com a velocidade de cisalhamentovjx.

vr = vs + vjx (4.22)

Integrando-se a velocidade resultante, tem como resultado o deslocamento por
cisalhamento nas rodas dianteiras (rodas rebocados no veículo em estudo).

j1 = r[(θe − θ)(1 +Kv(1 + |is|)− (1 + |is|)(sen(θe)− sen(θ))] (4.23)

No ponto de máxima tensão, tem-se a ausência do deslocamento por cisalhamento
(7), dessa forma pode-se calcular o valor de Kv

Kv = 1
1 + |is|

((1 + |is|)(sen(θe)− sen(θm))
θe − θm

(4.24)

Como pode ser observado na Figura 32, o solo adjacente ao pneu se move na mesma
direção. Sendo assim, pode-se considerar o coeficiente de proporção Kv nulo na região AD.
Como resultado, o deslocamento devido ao cisalhamento é computado na região traseira
(j2) da mesma forma que nas rodas tracionadas.

Figura 32 – Roda rebocada Fonte: O autor
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Para as rodas dianteiras, devido a ser na região traseira do pneu, o deslocamento
por cisalhamento tem sinal negativo.

j2 = −rp[(θm − θ)− (1 + |is|)(sen(θe)− sen(θ))] (4.25)

A distribuição de tensão cisalhante para a roda rebocada é determinada pelas
regiões frontal e traseira, sendo a divisão dessas duas regiões delimitadas pelos ângulos de
entrada, saída e de máxima tensão, matematicamente escrito como:

τx(θ) =

τxfront para θm ≤ θ < θe

τxsaida para θs ≤ θ < θm

Os cisalhamentos da região frontal e traseira são dados por:

τxfront(θ) = (Co+ σntan(φsol))(1− e−j1/K) (4.26)

τxssaida(θ) = (Co+ σntan(φsol))(1− e−j2/K) (4.27)

4.2 Equações de Movimento
O diagrama de corpo livre é mostrado na Figura 33.

Figura 33 – Diagrama de corpo livre do conjunto roda-pneu (3)
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Calcula-se então o equilíbrio das forças verticais. A partir das tensões normais e
cisalhantes pode-se fazer esse cálculo, segundo a equação:

W = Fz = rpb(
∫ θe

θs

σn(θ)cos(θ)dθ +
∫ θe

θs

τx(θ)sen(θ)dθ) (4.28)

Fz representa a força de reação vertical do solo e b a menor dimensão da região de contato
do pneu.

Para se calcular as cargas no pneu realiza-se iterações computacionais, definindo
assim a região de contato entre pneu e solo.

Desse modo há dois ângulos para se definir θe e θs. O último é considerado constante
e normalmente é menor (28). (6),(7) e (3) consideram o ângulo de saída nulo para as todas
as rodas.

Divide-se então em duas partes: Força de propulsão (Fp) e resistência a compac-
tação (Rc), a qual é análoga a resistência ao rolamento, inexistente na situação de pneu
inderformável.

A tensão cisalhante está relacionada a força de propulsão Fp, conforme a equação:

Fp = rpb(
∫ θe

θs

σn(θ)cos(θ)dθ) (4.29)

Já a resistência a compactação é dada por:

Rc = rpb(
∫ θe

θs

τx(θ)sen(θ)dθ) (4.30)

Assim a força de tração é dada por:

Ft = rpb(
∫ θe

θs

σn(θ)cos(θ)dθ)− rpb(
∫ θe

θs

τx(θ)sen(θ)dθ) (4.31)

Ft = Fp −Rc (4.32)

Ela é resultado da diferença da força de propulsão e da resistência à compactação.
Além disso, há o torque de reação do solo, obtido integrando a tensão de cisalhamento e
multiplicando pelo raio do pneu.

Ts = r2b
∫ θe

θs

τx(θ)dθ) (4.33)
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Para a roda rebocada o equacionamento das forças na vertical pode ser dado por:

W = Fz = rb(
∫ θe

θs

σn(θ)cos(θ)dθ +
∫ θe

θm

τxfront(θ)sen(θ)dθ)−
∫ θm

θs

τxsaida(θ)sen(θ)dθ)
(4.34)

A tensão de cisalhamento deve ser calculada na região frontal(τxf) e traseira(τxs)
devido à velocidade de fluxo, conforme explicado anteriormente. A partir dessa equação
pode-se determinar a região de contato de pneu.

A força de reboque é dada por:

Frb = rb(
∫ θe

θm

τxfront(θ)sen(θ)dθ)−
∫ θm

θs

τxsaida(θ)sen(θ)dθ)) (4.35)

Além disso, há também a resistência a compactação para as rodas rebocadas, dadas
por:

Rc = rb(
∫ θe

θs

σn(θ)cos(θ)dθ) (4.36)

Asim, a força de tração é dada por:

Ft = Rc − Frb (4.37)

O torque de reação do solo vai ser dado calculando os efeitos nas região frontal(τxf )
e traseira(τxs), dado pela expressão:

Ts = r2b(
∫ θe

θm

τxf (θ)dθ)−
∫ θm

θs

τxs(θ)dθ)) (4.38)

4.3 Pneus com gomos/ranhuras
A modelagem tradicional de modelos da terramecânica em algumas situações falha

em captar a resposta dinâmica do veiculo off-road, principalmente em casos onde o veiculo
possui ranhuras no pneu. Esse é o caso de veículos de BAJA, como o mostrado na Figura
34.
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Figura 34 – Pneu com ranhuras utilizado no veiculo modelado Fonte: Laborátorio BAJA
IME

A maior parte dos veículos dedicados a utilização em terrenos off-road como neve,
areia e argila possuem a característica de terem ranhuras, pois é observado que elas tem o
efeito de aumentar a forca de tração do veiculo.

Irani, Bauer e Warkentin(31) mostra o efeito das ranhuras do pneu em relação ao
afundamento e a forca de tração do veiculo. Os gráficos da Figura 35 mostram a diferença
de comportamento de um pneu liso (segundo o modelo de Bekker) para o comportamento
experimental de um pneu com gomos no caso de uma carga vertical sobre os pneus fixa de
66N de 200 mm de diâmetro e com o slip no valor de 0,25. O pneu com ranhuras possuía
16 gomos com ressalto de 10mm.
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Figura 35 – Tração e afundamento, Modelo de Bekker vs Pneu com ranhuras (31)

Em cinza claro esta o pneu modelado segundo a abordagem de Bekker, e em preto
observa-se o pneu com gomos. Pode-se observar que tanto a forca de tração quanto o
afundamento possuem caráter oscilatório no caso de pneus com gomos. Vale ressaltar que
nos estudos em (31) a velocidade longitudinal do pneu é de 0,0917 m/s e a tendencia com
o aumento da velocidade é a diminuição dos "períodos de oscilação".

4.3.1 Modelo de Irani-Bauer-Warkentin
As oscilações muito evidentes no modelo com pneus com gomos também existem em

experimentos com pneus lisos, mas com amplitude menor de oscilação, como observado na
Figura 36. O modelo de Bekker não prevê essa oscilação, pois nele se supõe que o pneu e o
solo estão em estados quasi-estáticos em sua interação. (32) tenta modelar essas oscilações
em pneus lisos modificando a equação de Bekker ao introduzir um termo senoidal para
caracterizar as oscilações na Forca de tração.
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Figura 36 – Tração(N) vs tempo para pneu liso(32)

A carga normal em (32) é de 64N e o slip de 0,25.

Assim (32) modela a tensão normal como:

σn = (kc
b

+ kφ)zns + Asen(ω(i)t+ Φ) (4.39)

Onde a frequência angular do segundo termo é funcão do deslizamento e calculada
por:

ω(i) = kii+ Cir1 (4.40)

Os fatores ki, Cir1 e a amplitude A e Φsão parâmetros experimentais. O estudo
apresentou boa precisão em prever as oscilações, mas introduz mais uma grande quantidade
de fatores experimentais. Além disso, o parâmetro A foi calculada de forma a adequar o
máximo possível o modelo teórico aos resultados experimentais, sem poder ser determinado
de forma analítica o que dificulta a aplicação do método.

Os mesmos autores buscando resolver esse problema em (31) criam um modelo
mais geral e que calcula os efeitos dos gomos no pneu. Assim como em (32) a principal
modificação esta na equação de Bekker, que foi modelada como:

(31) modela a tensão normal como:

σn = (kc
b

+ kφ)zns + Asen(ωt+ Φ) (4.41)

Nesse modelo, a frequência angular de oscilação da pressão de afundamento é
funcão apenas do numero de gomos do pneu, sendo calculado pela expressão:

ω = ωroda
ng

(4.42)

Essa hipótese deriva de (33), que propõe uma distribuição de tensão conforme a da
Figura 37, onde a tensão normal aumenta de forma considerável na região das ranhuras.
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Figura 37 – Distribuição de tensão normal (31) MODIFICADO

Já a amplitude (A) é separada em dois termos diferentes: Aσ e Aγ. O primeiro
termo está relacionado as tensões passivas e ativas as quais a região das ranhuras está
submetida. Já o segundo, está relacionado às mudanças na densidade do solo conforme o
pneu exerce força.

A amplitude relacionada as tensões ativas e passivas do solo é representada na
Figura 38. As tensões passivas, referem-se à região que está posteriormente ao sentido
de rotação da roda, representando a parte do solo que é pressionada pela ranhura. Já a
tensão ativa refere-se a região anterior ao sentido de rotação da roda, ou seja, a parte que
vai ocupar o espaço da ranhura após o movimento dela.

Figura 38 – Tensões ativas e passivas (31) MODIFICADO
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No trabalho foi concluído que a tensão ativa era significativamente maior e por isso
foi a única parte utilizada para o cálculo do termo da amplitude. As tensões passivas são
calculadas pela expressão:

σp = γzNφ + qNφ + 2c
√
Nφ (4.43)

O fator γ é a densidade do solo, q é a carga sobre a supefície do solo. A dedução
da expressão acima supõe que há uma distribuição de carga uniforme sobre a superfície do
solo, o que não é preciso para o caso de um pneu com ranhuras, uma vez que a pressão vai
varias de acordo com a profundidade. o parâmetro Nφ é calculado pela expressão:

Nφ = tan2(45 + φ/2) (4.44)

O modelo faz algumas aproximações para poder calcular o valor da distribuição
de carga utilizada para o cálculo da tensão passiva. Utiliza-se a tensão normal média ao
longo da região lqp. O comprimento da região é dado por:

lqp = hg
tan(45− φ/2) (4.45)

Define-se então o ângulo βg, mostrado na Figura 39:

Figura 39 – Cálculo da distribuição de carga Fonte: O autor

Dessa forma utiliza-se a expressão de Bekker em coordenadas polares para calcular
o distribuição de carga através da expressão:

q =
∫ θg

θg−βg
σn(θ)dθ
βg

(4.46)
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Calcula-se a Tensão passiva em todas as ranhuras e utiliza-se a média entre elas
para o cálculo da constante Aσ:

Aσ = k′gσp (4.47)

O parâmetro k′g é um adimensional experimental. Após o cálculo da amplitude
relacionada à tensão passiva e ativa, pode-se calcular o termo relacionado a variação de
densidade Aγ através da seguinte expressão.

Aγ = k′aRp(θe − θs)dγ (4.48)

O parâmetro k′a é um adimensional experimental e dγ é a variação de densidade.
Assim pode-se calcular a tensão normal por:

σn = (kc
b

+ kφ)zns + (k′aRp(θe − θs)dγ + k′gσp)sen(ωt+ Φ) (4.49)

Aplica-se a nova tensão normal no equacionamento de Janosi J.; Hanamoto(8)
para se obter o valor cisalhamento. Dessa forma, pode-se calcular a força de tração, força
normal e o torque.

O modelo apresenta bons resultados para determinados valores de slip, mas tem o
problema de ter alguns parâmetros experimentais e difíceis de serem determinados para o
veículo utilizado neste trabalho, devido ao estudo ser recente.

4.3.2 Efeito Bulldozer
O critério de falha de Mohr-Coulomb tem mais aplicações, como por exemplo para

se calcular o efeito Bulldozer (Tradução literal escavadeira). Isso permite prever a força
que pás realizam no solo, e para alguns casos também permite calcular o efeito de pneus
com gomos. Para se entender a modelagem matemática deve-se observar o prisma de solo
da Figura 40.
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Figura 40 – Prisma de solo e forças atuantes (13)

Seja γs a densidade do solo, z a profundidade, σp a tensão passiva e σaatensãoativa.
Desprezando-se as tensões de cisalhamento nas verticais, o prisma pode manter-se em
equilibrio por compressão(passiva) ou por expansão(ativa). Considera-se para a modelagem
que o solo encontra-se na iminência de falha passiva/ativa, ou seja, qualquer acréscimo de
pressão causará um fluxo plástico. Essas situações são denominadas Estados de Rankine.
Na terramecânica as maiores aplicações estão na falha passiva (26).

Dos círculos de Mohr da Figura 40 observa-se que:

σp = γsz + 2R onde R = ccosφ+ γszsenφ

1− senφ (4.50)

Assim, acoplando as duas expressões e multiplicando o numerador e o denominador
por 1

cos2φ/2 :

σp = γsztan
2(45 + φ/2) + 2ctan(45 + φ/2) (4.51)

O termo tan2(φ/2) é denominado Nφ. Caso a superfície esteja sujeita a uma
distribuição de carga uniforme q, a expressão da carga passiva se torna:

σp = γszNφ + qNφ + 2c
√
Nφ (4.52)
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A equação acima pode ser utilizada para prever a força horizontal de um gomo de
pneu que possua largura muito maior do que a sua profundidade de penetração (Figura
41). Para isso deve-se integrar a expressão ao longo de z.

Figura 41 – Interação do gomo com o solo (13)

Após a integração obtém-se:

Fp = b(0, 5γsh2
bNφ + 2chbNφ (4.53)

A expressão acima é muito útil para calcular as forças quando o prisma em questão
se encontrar na horizontal. Entretanto, caso esteja angulada, os cálculos utilizados são
diferentes e modificam a expressão. Como em várias situações necessárias neste trabalho a
ranhura não estará na horizontal é necessário desenvolver mais as expressões matemáticas
acima. Além disso, pode-se haver atrito entre solo e a interface da ranhura, o que modificaria
a expressão.

Dessa forma, para situações onde fogem da primeira situação, como é o caso
representado na Figura 42. A curva por onde o solo falha pode ser considerada logarítmica
espiral e vai se degradando conforme o valor da coesão diminui ((36)). A zona ABC da
Figura 42 está na iminência de falha (Zona Rankine) e as linhas representam a curva por
onde ocorre a falha do solo.

Figura 42 – Efeito Bulldozer angulado (26)
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Hettiaratchi e Reece em (36) realizaram um trabalho que aborda uma maneira
prática de abordar o problema para engenheiros que precisassem modelar o comportamento
do solo nessa situação. Para uma pá/ranhura inclinada de um ângulo αb pode-se calcular
a Forças Fp pela expressão:

Fp = bp[γsh2
bKγ + chbKca + qhbKq − γsh2

bKse
−S] (4.54)

O fator bp é a largura da ranhura, S o indice de ecala de solo, que pode ser calculado
por (c + q)/(γshb. Os parâmetros Kγ,Kca, Kq e Ks são coeficientes que são função do
ângulo da pá αb, do ângulo interno de resistência ao cisalhamento φ do ângulo de fricção
na interface pá solo. (36) apresentam uma série de tabelas e gráficos que podem ser
utilizados para calcular esses parâmetros para cada ângulo de pá αb, essas tabelas são
baseadas através de soluções computacionais numéricas de equações diferenciais parciais
de equilíbrio com base em (37). Os valores de referência utilizados no trabalho estão na
tabela 4.3.2 e foram retirados de (26) e (36).

αb 30° 50° 70° 90° 110° 130° 150°
δ = 0 1.2 0.95 1.1 1.5 2.5 6.5 25

φ = 30ž
δ = φ 1.7 1.7 2.3 3.5 7 20 90
δ = 0 1.1 0.78 0.75 0.85 1.1 2 5.5Kγ

φ = 15ž
δ = φ 1.22 0.95 0.95 1.15 1.7 3.1 9
δ = 0 0.5 0.95 1.9 3.4 6.3 13 31

φ = 30ž
δ = φ 2 3.2 5 8 14 27 65
δ = 0 0.5 0.95 1.7 2.6 4.2 7.3 14Kca

φ = 15ž
δ = φ 1.4 2.1 2.9 4.1 6.1 10 20
δ = 0 2.3 1.9 2.2 3 4.8 8.8 20

φ = 30ž
δ = φ 3.5 3.4 4.1 5.7 9.1 17 38
δ = 0 2.2 1.6 1.5 1.7 2.2 3.2 6Kq

φ = 15ž
δ = φ 2.4 1.9 1.9 2.2 2.8 4 7.5
δ = 0 0.53 0.18 0.07 – 0.25 2.5 15

φ = 30ž
δ = φ 0.86 0.41 0.26 0.42 1.8 9 –
δ = 0 0.51 0.17 0.04 – 0.09 0.65 3.5KS

φ = 15ž
δ = φ 0.64 0.23 0.0.8 0.06 0.29 1.1 3.8

Além disso, atua também a força de adesão Fca calculada pela expressão:

Fca = bpAdhb
senαb

(4.55)

4.3.3 Efeito Bulldozer na modelagem da interação pneu-solo
O modelo de Irani-Bauer-Warketin apresenta como vantagem calcular de maneira

mais simples as oscilações provocadas pelas diferentes posições das ranhuras do pneu
durante sua rotação. Entretanto as contantes do modelo apresentadas em (31) são para
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pneus com uma carga vertical de 66 N, e ele acaba sendo diferente do veículo que se deseja
modelar, que possui cargas muito maiores. (31), assim como muitas outras pesquisa foca
no desenvolvimento de modelos de pneu para veículos off-road leves que irão trafegar em
outros planetas, tais como as Mars Rovers (Figura 43).

Figura 43 – Mars Rover (Créditos: NASA)

Assim, a abordagem do efeito na tração do veículo que a presença de ranhuras no
pneu é difícultada pelos problemas de se obter os parâmetros experimentais necessários
em outros estudos. Além disso, o modelo de Irani-Bauer-Warketin apesar de apresentar
boa precisão para determinados valores de slip com determinadas cargas, ele também é
impreciso para outras condições, o que demonstra que ainda necessita de mais estudos
para ser mais amplamente utilizado.

O efeito Bulldozer pode ser utilizado para estimar o efeito das ranhuras, desde
que haja um espaçamento suficiente para permitir a falha do solo na região entre duas
ranhuras. Caso contrário, o único efeito obtido é o aumento do raio efetivo dos pneus e
não se obtém os benefícios do efeito bulldozer (26).

(38) apresenta uma abordagem utilizando o efeito bulldozer para calcular a força
de tração em um veículo de mineração sobre lagartas 44
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Figura 44 – Veículo de Mineiração sobre Lagartas da marca Prinoth (Créditos: Prinoth)

O modelo divide a força de tração em diversos fatores: Ft1,Ft2,Fp e Fsx. O primeiro
se refere ao cisalhamento de Janosi J.; Hanamoto(8) provocado devido a tensão normal
em regiões que não possuem o afundamento maior (sem ranhuras).

σn(x) = (Kc/b+ kφ)zn (4.56)

A tensão normal vai ser constante ao longo de x, pois não depende desse parâmetro,
apenas do afundamento z, o que simplifica os cálculos. O cisalhamento vai ser calculado
por:

τ(x) = (c+ σntanφ)(1− exp jxi/K) (4.57)

O termo Ft1 será então calculado por:

Ft1 = bp

∫
τ(x)dx (4.58)

Como o veículo utilizado em (38) a conversão em coordenadas polares conforme
(6) e (7) torna-se desnecessária. O termo Ft2 é calculado de forma análoga, mas nesse caso
para as partes da lagarta com afundamento, mudando assim o cálculo da tensão normal,
que é calculada pela expressão:

σn(x) = (Kc/b+ kφ)(z + hb)n (4.59)

O termo Fp refere-se ao efeito Bulldozer e é calculado por:

Fp = b(0, 5γsh2
bNφ + 2chbNφ) (4.60)
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O último termo Fsx refere-se a pressão causada pelo acumulo de sedimentos na
região entre a ranhura e a lagarta. Esse termo é calculado de acordo com a equação de
Boussisnesq e é dado por:

Fsx = ph

2πarctan(hb/bp) (4.61)

A força de tração é calculada pela soma dos termos, assim:

Ft = Ft1 + Ft2 + Fp + Fsx (4.62)

Além da modelagem de veículos sobre lagartas o efeito bulldozer pode ser utilizado
para calcular as forças laterais de veículos, quando em solos deformáveis. (35) é um exemplo
de trabalho que utiliza dessa abordagem para modelar as forças laterais do veículo.

4.4 Projetando e escolhendo as ranhuras no pneu
Segundo (42) aumento do número de ranhuras tem como resultado um aumento

na força de tração, principalmente em situações onde o deslizamento é baixo. Além disso,
o efeito da presença de ranhuras possui um efeito mais positivo no desempenho do veículo
do que pneus com um diametro igual ao diâmetro efetivo do pneu com as ranhuras, ou
seja é melhor ter um pneu de 250mm com ranhuras de 10mm do que ter um pneu com
260mm de raio, conforme demonstrado por (43). Outro parâmetro que pode influenciar na
força de tração do veículo positivamente é a altura das ranhuras, segundo (40) esse efeito
é verdadeiro até certo ponto, uma vez que a partir de determinada razão raio/altura é
melhor ter um pneu com maior raio e menor altura de ranhura. Segundo (39) esses efeitos
positivos da existência de ranhuras, deve-se quase que exclusivamente pela diminuição da
resistência a compactação, e não pelo aumento na força trativa produzida, pelo menos
para o caso de veículos leves.

As ranhuras do pneu possuem alguns parâmetros a serem definidas quando utilizadas
no pneu do veiculo, sendo esses:

• Formato Geométrico

• Espaçamento angular entre elas

• Espessura da Ranhura

(44) busca criar um guia sobre o projeto de rodas com ranhuras, onde o autor
chega às seguintes orientações:
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1. Decidir o diâmetro e Largura da roda, buscando maximizar o diâmetro da roda para
aumentar a área de contato, sempre atento às limitações do chassi.

2. Escolher o tamanho das ranhuras com base no tipo de superfície que se irá trafegar.
Ranhuras menores para solos duros/coesivos, enquanto é melhor utilizar ranhuras
maiores para solos sem coesão.

3. Determinar o numero de ranhuras utilizando a equação 4.63

4. Determinar o formato das ranhuras com base no terreno a ser trafegado. Ranhuras
curvadas ou em V para maior eficiência trativa e estabilidade. Caso seja necessário
um valor maior de força lateral, é interessante adicionar proteção lateral aos pneus
(Figura 45

Figura 45 – Proteção lateral aos pneus (45) MODIFICADO

4.4.1 Formato Geométrico
(45) realiza pesquisas sobre os impactos de alguns formatos geométricos na forca

de tração do veiculo e também sobre as forças laterais. Os formatos investigados pelo
trabalho foram quatro, sendo eles:

• Paralela

• Angulada

• Em V

• Offset em V

Esses formatos são mostrados na figura abaixo:
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Figura 46 – Formatos geométricos do estudo (45) MODIFICADO

O estudo avalia o impacto de cada formato geométrico em um pequeno veiculo de
exploração, mostrado na Figura 47

Figura 47 – Veículo utilizado e ranhuras dos pneus (45) MODIFICADO

O estudo mediu o valor da tração em relação ao slip do pneu. Como resultado foi
obtido o gráfico da figura 48.
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Figura 48 – Tração vs Slip medido (45) MODIFICADO

Como pode ser observado nenhuma das geometrias apresentou grande vantagem
em relação a forca de tração. O estudo além de avaliar a forca de tração, também avalia
as forcas laterais, os torques de resistência do solo, afundamento. O estudo concluiu que o
melhor tipo de ranhura seria utilizando a ranhura angulada seria a melhor opção, devido
aos resultados em terreno inclinado na transversal do veiculo(Figura 49), onde a ranhura
angulada apresentou resultados melhores .

Figura 49 – Terreno angulado na transversal (44)

4.4.2 Espaçamento angular entre ranhuras
O espaçamento angular entre as ranhuras é um ponto muito importante no desem-

penho do veículo. (26) afirma que caso o espaço angular entre elas seja muito pequeno, isso
pode fazer com que o pneu não tenha os benefícios do efeito bulldozer na tração do veículo.
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Aumentar o número de ranhuras excessivamente pode diminuir o espaçamento angular até
um ponto em que não se observe mais benefícios para a performance do veículo.

(46), em estudo financiado pela NASA com o objetivo de otimizar o design de
ranhuras para veículos de exploração espacial, desenvolve uma expressão para otimizar o
design do espaçamento da ranhura através da expressão em função do deslizamento, do
tamanho das ranhuras e do afundamento:

φespa <
1

1− i(
√

(1 + hg)2 − (1− z)2 −
√

1− (1− z)2) (4.63)

O parâmetro φespa determina o espaçamento máximo que as ranhuras deveriam
ter a fim de diminuir a resistência ao rolamento. A figura 50 representa os parâmetros
necessários para desenvolver a equação.

Figura 50 – Parâmetros da equação de espaçamento (46)

Conforme a ranhura afunda no solo, é criado um espaço na região frontal da roda,
que não é preenchido até que algum ponto da roda se mova translacionalmente em direção
àquele espaço. Seja tr o tempo da roda se deslocar translacionalmente de B para o ponto
C (ponto onde a ranhura toca o solo) e tgr o tempo do pneu rotacionar o ângulo necessário
para que a outra ranhura toque o solo. Para diminuir a resistência ao torque imposta pelo
solo, é interessante que tgr < tr. Assim:

tgr < tr ⇔
φespa
ω

<
BC

vx
(4.64)

A partir de relações geométricas, tem-se como resultado a equação 4.63. A equação possui
algumas imprecisões em sua obtenção, pois o solo não irá manter o formato depois da
ranhura entrar no solo, mas o seu resultado é uma aproximação que possui um sentido
prático conforme os estudos de (39).



Capítulo 4. Terramecânica 75

4.4.3 Altura das ranhuras
(40) demonstra através de experimentos que o aumento do tamanho das ranhuras

tem impacto positivo na performance do veículo.Em (41) foram medidas as forças de
interação entre as ranhuras e o solo, e foi concluído que o maior afundamento da ranhura
tem como resultado uma maior força de pico provinda das ranhuras.

O dimensionamento da altura das ranhuras do pneu é de extrema importância,
principalmente para a exploração espacial. Em 2009 o veículo de exploração de Marte da
NASA (Mars Rovers), o modelo "Spirit" atolou em uma região arenosa, quando subindo uma
rampa de areia (17). Além disso, a "Opportunity", muito similar a "Spirit" também já teve
problemas parecidos, mas conseguiu sair da Duna Purgatório (Figura 51) em um trabalho
que envolveu mais de 5 semanas de esforço e planejamento, as rodas do veículo chegaram
a estar a mais de 10 centímetros de afundamento (A roda possui aproximadamente 25
centímetros de raio).

Figura 51 – Duna Purgatório do ponto de vista da Opportunity Fonte: NASA

Haja a vista a importância de melhorar a tração disponível para esses veículos de
exploração, estudos sobre o tamanho de ranhuras são de vital importância, ao mesmo
tempo que aumentar o tamanho provoca melhora na força de tração se esse tamanho
cresce muito pode-se haver dificuldades de superar locais com inclinação, principalmente
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quando há um afundamento pequeno (49).

4.4.4 Outras configurações de ranhuras
Uma das grandes dificuldades nos projetos de rodas de veículos lunares, mesmo

com ranhuras é superar superfícies de areia cuja inclinação é igual o ângulo de repouso
(49). O ângulo de repouso é definido como o ângulo da base do cone formada quando se
deposita areia em um determinado ponto. Na Figura 52 é mostrado as referências para o
cálculo do ângulo de repouso.

Figura 52 – Definição do ângulo de repouso (48)

A média aritmética entre os ângulos α1 e α2 é definido como o ângulo de repouso(
αrep)em experimentos, isso é demonstrado na equação:

αrep = 0, 5(arctan(HC
AC

) + arctan(HC
BC

)) (4.65)

(48) faz estudos avaliando a influência da gravidade no ângulo de repouso, e
compara os resultados dos ângulos de repouso em voos de jatos que simulam condições de
baixa gravidade. O estudo concluiu que a influência gravitacional no ângulo de repouso
é desprezível. Isso é positivo para experimentos realizados na Terra podem ter grande
semelhança com o que seria observado em outros planetas.

Há estudos buscando outras configurações de ranhuras a fim de melhorar a trafega-
bilidade de veículos de exploração. (49) estuda a implementação de uma ranhura auxiliar
(Figura 53).
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Figura 53 – Ranhura Auxiliar. (49) MODIFICADO

A ranhura auxiliar proposta por (49) apresenta resultados positivos em relação
às ranhuras convencionais. (47) avalia o comportamento dinâmico de um pneu com uma
ranhura que pode ser ativada por um atuador (Figura 55).

Figura 54 – Ranhura Ativável. (47) MODIFICADO

(47) denominou o seu modelo de ALW (Sigla em inglês para Roda com ranhura
ativável) e comparou com modelo com numero de ranhuras fixa (FLW) e com a roda lisa.
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Figura 55 – Desempenho ALW (Tração(N) vs Rotação da Roda em graus). (47) MODIFI-
CADO

Observa-se que o ganho é grande no primeiro trecho do gráfico e uma perca menor
no segundo trecho, demonstrando que há um ganho relevante na tração de pico e no
desempenho geral do veículo. O autor também cita a necessidade de ser fazer estudos com
mais de uma ranhura ativada ao mesmo tempo.
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5 MODELAGEM E RESULTADOS

Em competições de BAJA as provas onde o projeto de transmissão tem mais impacto
são as de aceleração e velocidade. Ambas são realizadas quando o veículo percorre uma
distância de 100m, sendo que o tempo para percorrer os primeiros 30 metros corresponde a
prova de aceleração, enquanto o tempo para percorrer 100 metros corresponde a prova de
velocidade. Há um grande número de equipes que realizaram essa prova, o que torna fácil
acesso à dados de tempo para cada uma delas. Dessa forma, pode-se avaliar a efetividade
da utilização de cada modelo, ao se comparar os tempos obtidos pelas simulações com os
tempos de competições anteriores.

Foi realizada a modelagem através de diagramas de blocos utilizando o SIMU-
LINK®do MATLAB®, conforme mostrado na Figura 56.

Figura 56 – Diagrama de blocos do modelo

5.1 Modelo de Julien
No modelo de Julien os principais parâmetros afetados pela mudança do tipo de

solo são os coeficientes de aderência de pico e de escorregamento. Em (13) é possível obter
esses coeficientes para vários tipos de superfície, como é mostrado na tabela 2:
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Superfície Valor de Pico (µp) Valor de Escorregamento (µs)
Asfalto e Concreto (seco) 0,8-0,9 0,75
Asfalto (molhado) 0,5-0,7 0,45-0,6
Concreto (molhado) 0,8 0,7
Cascalho 0,6 0,55
Estrada de terra (seca) 0,68 0,65
Estrada de terra (molhada) 0,55 0,4-0,5
Neve (compactada) 0,2 0,15
Gelo 0,1 0,07

Tabela 2 – Valores dos Coeficientes de Aderência e escorregamento (19) e (13).

Os parâmetros utilizados na simulação são dados pela tabela 3. Normalmente as
competições são em terrenos de terra seca batida, que serão a referência para se comparar
com os tempos das equipes. Os valores são utilizados conforme (10).

Dado Valor
Torque Máximo 20.19 N.m @ 2500rpm
Eficiência da CVT 1
Inercia total do Powertrain 2Kg.m2
Total massa total do veiculo 200Kg
Raio pneu 25cm
Coeficiente de Resistência ao rolamento 0,0136
Redução final 4, 24
Eficiência da redução final 1
Inclinação do terreno 0º
Rigidez Longitudinal do pneu 20kN/m
Densidade do ar 1, 2kg/m3
Área Frontal do veículo 1, 18m2
Coeficiente de arrasto 0, 9
Coeficiente de aderência 0, 68
Coeficiente de escorregamento 0, 65
Deflexão do pneu 1cm
Largura pneu 17, 78cm
Constante torção mola polia motora (N/rad) 2
Constante de mola polia movida(N/m) 5000
Massa rolete polia motora (Kg) 0,15

Tabela 3 – Valores dos parâmetros usados na simulação

Os resultados obtidos são mostrados nas Figuras 57, 59, 58 e na tabela 4.
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Figura 57 – Posição do veículo vs Tempo

O veículo atinge as posições de 30m e 100m em 5,5s e em 10s respectivamente.
Como pode se observar no gráfico de velocidade, o ganho de velocidade é mais acentuado
no período inicial, sendo que diminui esse ganho conforme o veículo atinge velocidades
mais altas.

Figura 58 – Velocidade veículo vs Tempo

A força de tração não atinge seu valor de pico, apesar de haver uma queda no ganho
de velocidade, isso pode ser explicado pelo aumento da força de arrasto que contrapõe o
movimento do veículo, e aumenta segundo o quadrado da velocidade.
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Figura 59 – Força de tração vs tempo

Observa-se no início do período um comportamento da força de tração oscilatório.
Isso decorre devido ao comportamento dinâmico da CVT, pode-se observar isso no gráfico
que mostra os valores de raio das polias motora(60) e da polia movida(61 esse fenômeno
dinâmico é melhor explicado em (10).

Figura 60 – Raio Polia Motora
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Figura 61 – Raio Polia Movida

Os dados da simulação a serem utilizados na comparação de modelos são mostrados
na tabela 4.

Parâmetro Resultado Simulação
Teste velocidade 10,452s
Teste Aceleração 5,554s
Velocidade Máxima 63,09Km/h

Tabela 4 – Resultados principais da simulação

5.2 Fórmula Mágica
Foi realizada a modelagem através de diagramas de blocos utilizando o SIMU-

LINK®do MATLAB®, conforme mostrado na Figura 56, é utilizado o mesmo diagrama
de blocos, se diferenciando nas funções do deslizamento longitudinal e da força de tração.

Os parâmetros utilizados na simulação são dados pela tabela 7. Normalmente as
competições são em terrenos de terra seca batida, que serão a referência para se comparar
com os tempos das equipes. Os valores são utilizados conforme (10), (22).
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Dado Valor
Torque Máximo 20.19 N.m @ 2500rpm
Eficiência da CVT 1
Inércia total do Powertrain 2Kg.m2
Total massa total do veiculo 200Kg
Raio pneu 25cm
Coeficiente de Resistência ao rolamento 0,0136
Redução final 4, 24
Eficiência da redução final 1
Inclinação do terreno 0º
Rigidez Longitudinal do pneu 20kN/m
Densidade do ar 1, 2kg/m3
Área Frontal do veículo 1, 18m2
Coeficiente de arrasto 0, 9
B 198.2684
C 1.65
D 0.7*Wpneu
E 0
Deflexão do pneu 1cm
Largura pneu 17, 78cm
Constante torção mola polia motora (N/rad) 2
Constante de mola polia movida(N/m) 5000
Massa rolete polia motora (Kg) 0,15
Tabela 5 – Valores dos parâmetros usados na simulação Pneu Rígido Solo deformável

O valor deWpneu é obtido ao se aplicar a pré distribuição de peso definida(64T/36D).
Os resultados obtidos são mostrados nas Figuras 62, 64, 63 e na tabela 8.

Figura 62 – Posição do veículo vs Tempo
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O veículo atinge as posições de 30m e 100m em 5,5s e em 10s respectivamente.
Como pode se observar no gráfico de velocidade, o ganho de velocidade é mais acentuado
no período inicial, sendo que diminui esse ganho conforme o veículo atinge velocidades
mais altas.

Figura 63 – Velocidade veículo vs Tempo

A força de tração é quase constante durante todo o movimento, o que implica que
o deslizamento longitudinal também é. Mesmo assim, observa-se a redução da variação
da velocidade, mesmo caso do modelo de Julien, sendo explicado pelo aumento da força
de arrasto que contrapõe o movimento do veículo, e aumenta segundo o quadrado da
velocidade.

Figura 64 – Força de tração vs tempo
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Os dados da simulação a serem utilizados na comparação de modelos são mostrado
na tabela 8.

Parâmetro Resultado Simulação
Teste velocidade 9,884s
Teste Aceleração 5,239s
Velocidade Máxima 66,64Km/h

Tabela 6 – Resultados principais da simulação

5.3 Modelo Pneu-Rígido Solo Deformável sem ranhuras
O diagrama de blocos em SIMULINK®utilizado para modelar o veiculo utilizando

o modelo de Julien e a Formula Magica (Figura 56), foi adaptado para a interação do
veiculo com o terreno na condição de solo deformável-pneu rígido, conforme a modelagem
feita em (3), onde não se considera os efeitos das ranhuras nos pneus, modelando-se o
pneu sendo um cilindro rígido.

Os dados utilizados para essa simulação estão na tabela 5. O motor e os dados
referentes a qualquer aspecto não relacionados a modelagem de pneu foram mantidos
iguais as outras duas simulações, para efeito de melhor comparação. O solo modelado é a
areia compacta e os dados dos parâmetros de Bekker usados nesse modelo são conforme
(3).

Figura 65 – Veículo de BAJA percorrendo solo de areia compacta. Créditos:Cornell BAJA
Racing
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Dado Valor
Torque Máximo 20.19 N.m @ 2500rpm
Eficiência da CVT 1
Inercia total do Powertrain 2Kg.m2
Total massa total do veiculo 200Kg
Raio pneu 25cm
Coeficiente de Resistência ao rolamento 0,0136
Redução final 4, 24
Eficiência da redução final 1
Inclinação do terreno 0º
Densidade do ar 1, 2kg/m3
Área Frontal do veículo 1, 18m2
Coeficiente de arrasto 0, 9
Kc 137895,14(N/m2)
Kφ 678849,65(N/m3)
Coesão Co 827,37(N/m2)
Ângulo de resistência ao cisalhamento(φ) 33o
Expoente de afundamento no solo n 0,4706
Módulo de deformação por cisalhamento Kx 0.0381(m)
cα 0,43
cβ 0,42
Ângulo de resistência ao cisalhamento(φ) 33o
Expoente de afundamento no solo n 0,4706
Largura pneu 17, 78cm
Constante torção mola polia motora (N/rad) 2
Constante de mola polia movida(N/m) 5000
Massa rolete polia motora (Kg) 0,15
Ângulo de contato solo traseira (θs 0

Tabela 7 – Valores dos parâmetros usados na simulação

No modelo de Julien as forcas relacionadas a aderência entre a borracha e o piso e
a elasticidade do pneu são consideradas para modelar a forca de tração do veículo, sendo
a reação do solo a essas forcas responsável por "empurrar" o veículo para frente.

Enquanto isso, na modelagem Pneu Rígido-Solo deformável, a elasticidade do pneu
é desprezada e a aderência entre borracha e o solo é substituída pela coesão entre as
partículas do solo, sendo a forma como o pneu gira e afeta essa coesão(representado pelas
forcas de cisalhamento e tensão normal) o que proporciona o efeito de propulsão do carro.

Utilizando a modelagem apresentada previamente, tem-se os seguintes resultados:

Em relação a posição do veiculo x tempo, o gráfico é mostrado na figura 66.
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Figura 66 – Posição vs tempo, modelo de Bekker

A principal diferença do gráfico está no tempo que o veículo demora para percorrer a
distância de 100m, uma vez que o tempo é de quase 14 segundos. Isso ocorre principalmente
porque na abordagem utilizada, supõe-se que o solo não foi previamente trafegado, pois o
modelo de Bekker foi desenvolvido pensando nesse tipo de situação. Devido a esse fato, é
natural que o veículo demore mais para percorrer o trajeto por se tratar de um solo não
previamente compactado.

(30) diz que para solos compactados, que são superfícies onde veículos fizeram
múltiplos passes, de forma a tornar a superfície menos muda a distribuição de tensões no
pneu. Isso é mostrado na Figura 67, onde se mostra a principal alteração com múltiplos
passes: O ângulo de máxima tensão (θm) vai ser localizado diretamente abaixo do centro
do pneu.

Figura 67 – Diferença entre o modelos (28) MODIFICADO
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Já em relação a velocidade do veiculo vs tempo, a Figura 68, mostra o desempenho
do veículo:

Figura 68 – Velocidade vs tempo, modelo de Bekker

A velocidade máxima também é significativamente inferior aos modelos anteriores,
devido à não consideração da compactação do solo no modelo utilizado.

Já a relação a Forca de Tração do veiculo vs tempo, é dada pela figura 69:

Figura 69 – Forca de Tração vs tempo, modelo Bekker

Nota-se que ao contrário da força de tração no modelo de Julien, o valor da força
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de tração decresce com o tempo. Isso ocorre, pois o veículo sai da inércia no instante
inicial, conforme o veículo anda, o deslizamento longitudinal vai ser maior, tendo como
resultado a força de tração decrescer.

Parâmetro Resultado Simulação
Teste velocidade 13,96s
Teste Aceleração 7,345s
Velocidade Máxima 46,26Km/h

Tabela 8 – Resultados principais da simulação

5.4 Modelo Proposto
A força de tração para solos deformáveis, considerando o efeito das ranhuras deriva

de duas principais componentes:

• O cisalhamento e a força normal atuantes no veículo

• O efeito bulldozer provindo das ranhuras.

No pneu modelado(Figura 70) as ranhuras podem ser considerada angularmente
espaçadas para que o solo falhe na região. Entretanto, a altura hb da ranhura não é
desprezível frente a largura. Entretanto, há 3 gomos, que possuem uma pequena defasagem
entre eles. Esse pneu, por efeitos de simplificação vai ser modelado como se todos os 3
gomos fossem apenas um com uma largura maior (bg). Dessa forma, pode-se utilizar o
efeito bulldozer para modelar a ranhura.

Figura 70 – Pneu real vs modelo Fonte: O autor
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Outro problema existente para o cálculo do efeito bulldozer está na distribuição de
carga ao longo da região passiva, que não é uniforme. Usa-se então a mesma aproximação
de (31), considerando a pressão média ao longo de toda a região de falha passiva (lqp) dada
pela expressão:

lqp = hb
tan(45− φ/2) (5.1)

Assim, a distribuição de carga será calculada por:

qi =
∫ θgi

θgi−βgi
σn(θ)dθ
βg

onde βgi = arctan(hb/lqpi) (5.2)

O índice i representa a ranhura i, uma vez que o pneu vai possuir mais de uma
ranhura no solo ao mesmo tempo, a distribuição de carga deve ser calculada para cada
ranhura. O efeito bulldozer deve ser calculado com base na Figura 71.

Figura 71 – Efeito bulldozer no pneu Fonte: O autor

Para isso, algumas relações são importantes, como o por exemplo a do ângulo de pá
ser o complementar do ângulo de referência da ranhura do pneu no referencial utilizado para
o cálculo das forças de afundamento (θgi = 90− αbi). Para o veículo utilizado, despreza-se
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o coeficiente de adesão Ad, o que seria semelhante a hipótese de se considerar o solo seco.
Dessa forma as resultantes devido ao efeito bulldozer são:

Fbullxi = Fpicos(δ − θgi) (5.3)

Fbullyi = Fpicos(δ − θgi) (5.4)

Considerando que o ponto de aplicação é no centro da ranhura:

Tbull = Fpni(Rp + hb/2) (5.5)

O valor de Fpi é calculado pela equação 4.54. Deve-se ressaltar que não se considera
que as forças atuantes em uma ranhura interferem na interação ranhura-solo de outra
ranhura adjacente.

A espessura das ranhuras são consideradas no modelo ao se fazer o calculo da
tensão de cisalhamento e da tensão normal, assim como em (38). Para se calcular o ângulo
das ranhuras(εb) pode-se considerar a Figura 72.

Figura 72 – Ângulo da ranhura Fonte: O autor

Considerando que o arco BC e a reta BC têm aproximadamente a mesma distância
do centro, tem-se:

εb = 2arctan lg
2(Rp + hb)

(5.6)
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Assim, haverá uma descontinuidade nas integrais nos pontos onde houver gomos,
pois a tensão normal será alterada na região frontal para:

σn1(θ) = (Kc” + bpKφ”)(Rp + hb
bp

)n(cos(θ)− cos(θe))n (5.7)

Já na região anterior é dada por:

σn2(θ) = (Kc” + bpKφ”)(Rp + hb
bp

)n(cos(θe − ( θ − θs
θm − θs

)(θc − θm))− cos(θe))n (5.8)

Os efeitos devido à sedimentação na região entre ranhuras é desprezada no modelo.
Atráves da expressão da tensão normal pode-se obter o cisalhamento e consequentemente
as forças normais e de tração, além do torque de resistência do solo.

Como resultado para cada instante de tempo, uma roda com p ranhuras abaixo do
solo estará sujeita às seguintes forças:

Na direção Longitudinal:

Fx = [
∫ θe

θs

bR(τ(θ)cos(θ)− σ(θ)sen(θ))dθ] +
p∑
i=0

Fbullxi (5.9)

Na direção Vertical:

Fy = [
∫ θe

θs

bR(τ(θ)cos(θ) + σ(θ)cos(θ))dθ] +
p∑
i=0

Fbullyi (5.10)

O torque de resistência será calculado por:

Tr = [
∫ θe

θs

bR(τ(θ)dθ] +
p∑
i=0

Tbulli (5.11)

Os valores de b e R são diferentes para os ângulos que possuem ranhuras e por isso
eles ficam dentro da integral. Assim, para o modelo proposto deve-se seguir os seguintes
passos, para o cálculo das forças de uma roda de peso Wr:

1. Determinar a posição angular da roda (θ(t))

2. Determinar a região de afundamento (θe e θs)

3. Calcular quantos gomos estão na região afundada

4. Cálculo da distribuição de carga média q para cada ranhura

5. Cálculo do efeito bulldozer para cada ranhura i.
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6. Cálculo das Forças de Tração e Vertical e do Torque de resistência.

7. Uso da hipótese de estados quasi-estáticos na vertical para a roda, verificando se
|Fy −Wr| < δprec, onde δprec é um valor pequeno pré determinado. Caso não seja
verdadeira a desigualdade repetir desde o passo 2.

8. Refazer todos os passos considerando a nova posição angular da roda.

5.4.1 Determinando a posição angular das rodas
Para utilizar o método proposto necessita-se para cada instante de tempo da

simulação determinar a posição das ranhuras. A Figura 73 é interessante para entender
como isso pode ser feito. Na imagem, as ranhuras foram transformadas em pontos de cores
diferentes.

Figura 73 – Posição do pneu com o tempo Fonte: O autor

Primeiramente, para o instante inicial deve-se "marcar" uma das ranhuras como a
de referência, assim a rotação angular da roda θ(t) vai significar a rotação dessa ranhura
marcadaθ1(t). Após a primeira marcação, deve-se pensar na posição da roda em termos
da primeira volta no circulo trigonométrico. Para isso, deve-se utilizar a função piso(floor),
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que retorna como resultado o arredondamento para o inteiro mais próximo a esquerda na
reta real de um número (Ex: floor(1,6)=1). Dessa forma:

θ1sti = θ(t)− 2πfloor(θ(t)/(2π)) (5.12)

Após isso, deve-se verificar se o gomo marcado está na região entre os ângulos θe e
θs, isso pode ser feito através das seguintes desigualdades:

θ1sti ≤ |θs| (5.13)

Ou

θ1sti > 2π − θe (5.14)

Se uma dessas, desigualdades for satisfeita, então a ranhura estará afundada. Basta
então repetir o procedimento acima para cada uma das ranhuras, lembrando que o ângulo
de uma ranhura i pode ser calculado por:

θi(t) = θ1(t) + (i− 1)2π
ng

(5.15)

Sendo ng o número de ranhuras/gomos do pneu

5.4.2 Novo Modelo vs Modelo de Bekker
Simulando o comportamento de um pneu com deslizamento longitudinal constante

e com 50% de deslizamento, e peso de 784,4 N. Utilizando os dados do pneu da tabela 9
fornece os dados da modelagem feita:

Dado Valor
Número de Ranhuras 24
Largura Ranhura 3× 28, 15mm
Largura Longitudinal Ranhuras 38 mm
Ângulo de Fricção(δ) φ = 30graus
Velocidade Angular Pneu 0,12 rad/s

Tabela 9 – Valores dos parâmetros usados na simulação comparativa

Adotando os parâmetros de Bekker idêntico aos utilizados na simulação sem
considerar o efeito das ranhuras, pode-se observar no gráfico da Figura 74 as diferenças
entre a abordagem tradicional utilizando o modelo de Bekker e o novo modelo proposto
neste trabalho.
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Figura 74 – Torque e Força de Tração comparativos

Observa-se que há um incremento no torque de resistência, dado que as ranhuras
recebem esforços provindos do efeito bulldozer. Entretanto, ocorre também o aumento na
força de tração, tendo-se resultados positivos para o movimento do veículo e condizendo
com os resultados experimentais da literatura.

5.4.2.1 Comparando os modelos sem a hipótese equilibrio quasi estático

O algoritmo utilizado é alterado quando não se considera equilíbrio estático na
vertical, sendo dado por:

1. Determinar a posição angular da roda (θ(t))

2. Determinar Z

3. Determinar a região de afundamento (θe e θs)

4. Calcular quantos gomos estão na região afundada
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5. Cálculo da distribuição de carga média q para cada ranhura

6. Cálculo do efeito bulldozer para cada ranhura i.

7. Cálculo das Forças de Tração (Ft) e Vertical (Fy) e do Torque de resistência (Tres).

8. Calcular a aceleração vertical através da segunda lei de newton (Fy−mg−Camorż =
mz̈)

9. Refazer todos os passos considerando a nova posição angular da roda.

Na Figura 75 é mostrado como se calcula o ângulo de contato da parte frontal (θe)
e o da parte traseira (θs). O fator de afundamento (ηaf) é a relação do afundamento da
parte traseira com relação à parte da frente.

Figura 75 – Afundamento pneu: O autor

Os ângulos θe e θs são calculados pelas expressões:

θe = acos(1− |z|
Rp

) (5.16)

θs = acos(1− ηaf |z|
Rp

) (5.17)



Capítulo 5. Modelagem e Resultados 98

Os dados utilizados para a simulação são mostrados na tabela 10. Os outros
dados são idênticos à simulação com estados quasi-estáticos. Além disso, foi introduzido
amortecimento para dissipação de energia na vertical.

Dado Valor
Deslizamento 50%
Afundamento inicial do pneu 5mm
Amortecimento 1400Ns/m

Tabela 10 – Valores dos parâmetros usados na simulação comparativa com afundamento
variável

Como resultado da não consideração de equilíbrio dinâmico, o afundamento se
tornou variável, conforme mostrado na Figura 76.

Figura 76 – Afundamento vs tempo modelo proposto vs modelo de Bekker

Observa-se que o valor de equilíbrio encontra-se entre 6.5 e 7mm. Um fator que
mostra que o modelo proposto condiz com o fenômeno físico observado em experimentos é
a natureza oscilatória do afundamento de pneus com gomos.

Quando em comparação com os valores de (31), os valores de afundamento são
bem menores do que os observado no estudo (Oscila próximo a 20mm) que possui carga
vertical bem menor (66N). Entretanto, em (31) o solo utilizado é areia seca, material que
apresenta coesão nula e portanto não se pode comparar os resultados do modelo utilizado
com os do experimento.

Outra diferença observada é que em nenhum momento o afundamento fica menor
do que o caso sem gomos, isso também é observado em relação à normal exercida pelos solo
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(Figura 77) e também a força de tração e ao torque de resistência (Figura 78). Entretanto,
no caso dos experimentos de (31) a cargas vertical é mais de 10 vezes menor, o que dificulta
comparações, enfatizando assim a necessidade de experimentos para se validar o modelo
proposto.

Figura 77 – Força normal vs tempo comparativo modelo proposto vs modelo de Bekker

A força normal apresentou natureza oscilatória, mas de forma diferente em relação
ao afundamento, com desvios em relação ao caso sem gomos menor. Demonstrando que
as posições dos gomos tem menor impacto sobre a força normal do que em relação ao
afundamento.

Já em relação à força de tração e ao torque de resistência, ambos apresentaram
comportamentos parecidos ao caso de equilíbrio estático, mas com formatos de curva
diferentes, além de valores mais altos de força de tração e torque. Entretanto, deve-se
considerar que o comprimento da região de contato é superior devido ao coeficiente ηaf
não ser nulo nesse caso.

Os resultados desse modelo mostram que ele pode ser modelado como uma soma
de senos e cossenos devido à seu comportamento periódico, o que mostra que ele condiz
com os resultados experimentais mostrados em (31).
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Figura 78 – Tração e Torque vs tempo comparativo modelo proposto vs modelo de Bekker

Como observado os valores da força de tração são mais altos, muito em razão da
região de afundamento ser maior e permitir com que mais ranhuras deem o benefício do
efeito bulldozer ao pneu. Entretanto, essa maior região de contato exige mais do Powertrain
do veículo por ter uma demanda de torque superior.

5.4.3 Resultados do modelo proposto acoplado à dinâmica longitudinal
A modelagem do veículo desprezou os efeitos da dinâmica vertical, ou seja, não

foi considerado o pitch da carroceria do veículo, tendo assim distribuições de peso fixas
em cada roda. Isso foi feito para melhorar o processo computacional do programa. Além
disso, as rodas dianteiras (rebocadas)não tiveram contabilizados os efeitos da presença de
ranhuras.A tabela 11 fornece os dados da modelagem feita:

Dado Valor
Número de Ranhuras 24
Largura Ranhura 3× 28, 15mm
Largura Longitudinal Ranhuras 38 mm
Ângulo de Fricção(δ) φ = 30ž

Tabela 11 – Valores dos parâmetros usados na simulação

Os demais dados foram iguais aos outros modelos, para facilitar as comparações
entre eles. O gráfico da posição do veículo é dado pela Figura 79.
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Figura 79 – Posição do Veículo vs Tempo

Em comparação ao modelo de Bekker que considera o pneu liso, observa-se que
o veículo desenvolve muito mais rapidamente o percurso de 100. O que é esperado, pois
o efeito de ranhuras no pneu tem significativo aumento na força de tração. O veículo
percorre os 100m em 8,1s e a distância dos 30m em 4,215s.

Figura 80 – Velocidade do Veículo vs Tempo

Já no gráfico da velocidade (Figura 79), observa-se valores muito mais altos, o que
também se deve ao maiores valores de força de tração previstos pelo modelo utilizado. O
carro chega aos 74,3 Km/h.
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Figura 81 – Força de tração vs Tempo

Na força de tração (Figura 81), observa-se o efeito dinâmico mostrado pelos os
experimentos de (31), porém com frequência angular muito mais alta, o que pode ser
observado pela pequena distância entre pontos de pico. Isso deve-se as velocidades angulares
da roda do durante o comportamento dinâmico do veículo serem muito mais altas.

Figura 82 – Deslizamento traseiro vs Tempo modelo proposto

Pode-se observar na Figura 82 que o deslizamento traseiro se estabiliza próximo
aos 20% e não demonstra comportamento oscilatório depois do trecho inicial como a Força
de tração, evidenciando que a causa do efeito oscilatório consiste na posição das ranhuras
e no efeito bulldozer decorrente desse posicionamento.

Os resultados em relação à performance do veículo são mostrados na tabela 12.
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Parâmetro Resultado Simulação
Teste velocidade 8,1s
Teste Aceleração 4,215s
Velocidade Máxima 74,4Km/h

Tabela 12 – Resultados principais da simulação

5.5 Comparativo de Resultados
Os resultados do desempenho do veículo nos três modelos é mostrado na Tabela 13.

Há grandes diferenças nos tempos, principalmente no modelo de Bekker. Isso é justificado
pois o deslizamento do pneu foi muito alto durante o decorrer da simulação, quando
comparada com o modelo com gomos. Isso é mostrado no gráfico da Figura 83.

Figura 83 – Deslizamento traseiro comparativo modelo proposto vs modelo de Bekker

Como resultado, a força de tração foi maior no modelo proposto. Isso era esperado
e condiz com resultados da literatura. A tabela comparativa dos tempos é mostrada na
Tabela 13 a seguir:

Modelo Usado Bekker Fórmula Mágica Julien Modelo Proposto
Teste velocidade 13,96s 9,884s 10,452s 8,1s
Teste Aceleração 7,345s 5,239s 5,554s 4,215s
Velocidade Máxima 46,26Km/h 66,64Km/h 63,09Km/h 74,4Km/h

Tabela 13 – Resultados principais da simulação
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O tempo para percorrer a distância de 100m do modelo proposto é significativamente
menor, o que ocorre devido aos maiores valores de força de tração decorrente devido à
modelagem das ranhuras dos pneus. Um outro efeito que não foi adicionado ao modelo
proposto é a utilização de eficiências do sistema de transmissão menores, o que aumentaria
o tempo e deixaria os valores dos tempos mais próximos.
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6 CONCLUSÃO

Os modelos de Julien e da Fórmula Mágica apresentam resultados com algumas
diferenças de performance. Devido a dificuldade de medição dos parâmetros que compõem
a Formula Mágica, torna-se complicado obter simulações da dinâmica longitudinal mais
próximas do fenômeno físico real. Ambas as situações são próximas em seus valores de
pico, o que dá como resultado a diferença de 0,5 segundos. O desenvolvimento de modelos
com solo deformável permite a avaliar melhor do desempenho do veículo em superfícies de
terra.

Além disso, foi realizada a modelagem conforme os modelos de Bekker, amplamente
utilizados em trabalhos de Terramecânica. Isso teve como resultado, tempos mais lentos
para percorrer a distância de 100m, o pneu foi considerado liso, o que diminuir a força de
tração disponível. A presença de ranhuras, muito comum em veículos off-road, amplifica
esse efeito e a força de tração são maiores.

Para modelar o comportamento da dinâmica longitudinal do veículo foram apre-
sentados modelos propostos na literatura que foram utilizados como base para o modelo
proposto nesse trabalho. Como resultado obteve-se o comportamento oscilatório esperado
das forças de interação, mas as diferenças entre as forças máximas e as previstas pelo
modelo de Bekker foram grandes em relação aos modelos disponíveis na literatura. Entre-
tanto, como a literatura do comportamento de veículos com pneus com ranhuras é muito
mais rica para o caso de veículos leves, como robôs de exploração, isso dificulta a avaliação
do modelo.

Trabalhos futuros possíveis incluem experimentos para a validação experimental
do modelo, além de que simulações considerando a dinâmica vertical do veículo podem
modificar os resultados obtidos, uma vez que a não consideração de equilíbrios em relação
a dinâmica vertical, para o caso do pneu sob carga e deslizamento constante, causaram
significativas alterações nas forças de tração e no torque de resistência. Outra possível
frente de trabalho, está em utilizar o modelo de Irani-Bauer-Wartkentin para veículos com
maior carga vertical, onde seria necessário se obter valores para as constantes experimentais.
Além disso, é interessante avaliar a interferência do efeito bulldozer de uma ranhura em
relação às ranhuras na adjacência, o que foi considerado desprezível no modelo proposto,
mas que deve ser mais investigado para a possível validação do modelo.
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